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Presentacion

Este documento fue planificado, supervisado, asesorado y desarrollado por el profesor
David Méndez de la Carrera de Matematicas de la UNAH, presenta articulos divul-
gativos y de investigacion desarrollados por estudiantes avanzados de la Carrera de
Matematicas durante el ano 2025. Se abarca una tematica variada: elementos finitos,
analisis espacial, técnicas de regularizacion, redes neuronales y aproximaciones asin-
toticas; en algunos de los trabajos se desarroll6 una revision bibliografica de trabajos
pertinentes y se resumié segun lo comprendido por cada autor, en otros casos, se

realizd experimentacion original y se obtuvo resultados interesantes.
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de la UNAH.
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APLICACION DEL METODO DE ELEMENTO FINITO A LA
ECUACION DEL CALOR EN UN MEDIO ANISOTROPICO

LUIS HUMBERTO MARADIAGA

RESUMEN. A comienzos del siglo XIX, Joseph Fourier formulé la ecuacién del
calor en su obra Théorie analytique de la chaleur, estableciendo cémo varia la
temperatura en un cuerpo a lo largo del tiempo. En este estudio, analizamos
la versién estacionaria de dicha ecuacién en un medio anisotrépico y no ho-
mogéneo en dos dimensiones con condiciones de frontera de tipo Dirichlet. El
interés principal recae en materiales cuya conductividad térmica depende de la
posicion, tal como sucede en ciertas aleaciones, fibras compuestas o estructuras
con variaciones internas. Para tratar el problema, se implementa el método de
elementos finitos, aprovechando su capacidad para manejar mallas irregulares
y coeficientes variables. Los resultados permitiran caracterizar la distribucién
de temperatura en regiones donde las propiedades térmicas cambian de forma
significativa.

ABSTRACT. At the beginning of the 19th century, Joseph Fourier formulated
the heat equation in his work Théorie analytique de la chaleur, establishing
how the temperature of a body varies over time. In this study, we analyze
the stationary version of this equation in a two-dimensional anisotropic and
inhomogeneous medium with Dirichlet-type boundary conditions. The main in-
terest lies in materials whose thermal conductivity depends on position, such
as certain alloys, composite fibers, or structures with internal variations. To
address the problem, the finite element method is implemented, taking ad-
vantage of its ability to handle irregular meshes and variable coefficients. The
results will allow to characterize the temperature distribution in regions where
thermal properties change significantly.

1. INTRODUCCION

La ecuacién del calor es una importante ecuacién diferencial en derivadas parciales
de tipo parabdlicas que describe la distribucién del calor o variaciones de la tempe-
ratura. Es una herramienta fundamental en la ciencia y la ingenieria, y desempena
un papel crucial en numerosos campos, como la termodindmica, la fisica, la inge-
nierfa termica y muchas disciplinas mas.

En este proyecto de investigacién se estudiard la ecuacién del calor mediante un
medio anisotrépico no homogéneo en dos dimensiones con condicién de Dirichlet
en estado estacionario. Un medio anisotrépico se caracteriza por tener propiedades
térmicas y geométricas donde se propagan de forma distinta en todas las direcciones
en el espacio. La conductividad térmica va a depender de su posicién, esto quiere
decir que el material conducird el calor de manera diferente en diferentes regiones

Fecha: Agosto 08, 2025.
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mogéneo, Espacios de Sobolev, Teorema de Divergencia, Identidad de Green, Soporte, Ortotrépico.



del espacio en el que estemos trabajando. Un ejemplo de un material anisotrépico
puede ser la madera, cristales como el grafito y el cuarzo, fibra de vidrio y fibra de
carbono, ldminas de metal, hueso, etc [1].

La estrategia que utilizaremos para resolver este problema consiste en aplicar el
método de elementos finitos, una técnica numérica ampliamente utilizada para dis-
cretizar dominios continuos y aproximar soluciones de ecuaciones diferenciales par-
ciales. La eleccién del método de elementos finitos se justifica por su capacidad para
manejar problemas con geometrias complejas y propiedades variables en el espacio.
Adems3s, es una técnica ampliamente aceptada en el campo de la modelizacién y
simulacién de fenémenos fisicos, y ofrece resultados precisos y confiables. Al uti-
lizar este enfoque, podremos obtener una descripcién cuantitativa detallada de la
distribucién de temperatura en un medio anisotrépico no homogéneo y comprender
mejor los mecanismos de transferencia de calor involucrados.

Este tipo de modelacién tiene aplicaciones practicas en el diseno y mejora de mate-
riales industriales, sistemas de climatizacién, eficiencia energética en edificaciones
y andlisis térmico de componentes estructurales [3]. Por ejemplo en el contexto de
Honduras, donde se requiere impulsar el desarrollo tecnolégico, optimizar el uso de
la energia y fortalecer la infraestructura, este tipo de estudios contribuye al desarro-
llo sostenible y se alinea con los temas prioritarios de investigacién de la Universidad
Nacional Auténoma de Honduras (UNAH): infraestructura y desarrollo territorial,
productividad y competitividad, ciencia, cambio climético y vulnerabilidad, y de-
sarrollo energético.

2. ANTECEDENTES

La ecuacién que describe la conduccién del calor en los sélidos ocupa una posicion
Unica en la fisica matematica moderna. Ademaés de ser fundamental para el anélisis
de problemas relacionados con la transferencia de calor en sistemas fisicos, la estruc-
tura conceptual-matemética de la ecuacién de conduccién del calor (también cono-
cida como ecuacién de difusién del calor) ha inspirado la formulacién matemdtica
de muchos otros procesos fisicos en términos de difusién. En consecuencia, las ma-
tematicas de la difusién han facilitado la transferencia de conocimiento relacionado
con la resolucién de problemas entre diversas disciplinas aparentemente inconexas.
El proceso transitorio de conduccién del calor, descrito mediante una ecuacion di-
ferencial parcial, fue formulado por primera vez por Jean-Baptiste-Joseph Fourier
(1768-1830) y presentado como manuscrito en el Instituto de Francia en 1807. En
aquel entonces, la termodindmica, la teoria del potencial y la teoria de ecuaciones
diferenciales eran comunes. Las etapas iniciales de su formulacién. Combinando
notables dotes en matemadticas puras y conocimientos sobre fisica observacional,
Fourier abri6é nuevas dreas de investigacion en fisica matematica con su obra maes-
tra de 1807, “Théorie de la Propagation de la Chaleur dans les Solides” [4].

El enfoque de Fourier no fue aceptado de inmediato: transcurrieron unos quince
anos hasta que su obra clésica, se publicé y se difundi6 ampliamente. Una vez
disponible, su método se empleé no solo en problemas de transferencia de calor,
sino también en ambitos como la electricidad, la difusién quimica, el flujo en me-
dios porosos, la genética y la economia, e impulsé mucha investigacién en teoria



de ecuaciones diferenciales. Hoy, casi dos siglos después, la ecuacién de conduccién
de calor sigue siendo la base para analizar numerosos sistemas fisicos, biolégicos y
sociales [4].

Para entender este desarrollo, conviene repasar avances previos del siglo XVIII.
Gabriel Daniel Fahrenheit (1686-1736) perfeccioné en 1714 el termémetro de mer-
curio y, en 1724, establecié la escala que lleva su nombre, con 32°F para la fusion del
hielo y 212°F para la ebullicién del agua. M&s adelante, Joseph Black (1728-1799),
figura clave en la quimica cuantitativa, observo en Glasgow que al derretirse el hielo
absorbia calor sin cambiar de temperatura, introduciendo asi el concepto de “calor
latente”. En 1779, Adair Crawford (1748-1795) publicé sus Experimentos y obser-
vaciones del calor animal y la inflamacién de cuerpos combustibles, donde propuso
el papel del oxigeno en la generaciéon de calor en la respiraciéon y presenté un pro-
cedimiento de mezclas para medir calor especifico. Finalmente, Jean Baptiste Biot
(1774-1862) investigé la conduccién térmica en una barra delgada calentada por un
extremo, observando que el calor se desplazaba longitudinalmente pero también se
perdia transversalmente al ambiente. Este conjunto de aportes preparé el terreno
para los trabajos de Fourier y su revolucionaria formulacién de la ecuacién del calor
[4, 5].

Tras los desarrollos iniciales de Fourier, Siméon Denis Poisson (1781-1840) pro-
fundizé en la resolucién de problemas de difusion térmica aplicando métodos de
analisis potencial: introdujo la ecuacién de Poisson como extensién de la ecuacion
de Laplace, lo que permitié estudiar fuentes internas de “calor” o carga y entender
mejor las condiciones de contorno. Carl Gustav Jakob Jacobi (1804-1851) y Peter
Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) establecieron fundamentos rigurosos para el
andlisis de Fourier, formalizando las condiciones de frontera (por ejemplo, condicio-
nes de Dirichlet y Neumann) en problemas con la ecuacién del calor y desarrollando
técnicas de series y transformadas para asegurar convergencia y unicidad de la so-
lucién. William Thomson (Lord Kelvin) (1824-1907) aplicé la ecuacién del calor
al estudio de la conduccién térmica en la corteza terrestre, analizando el gradiente
geotérmico y vinculandolo al segundo principio de la termodinamica y al concepto
de disipacién de energfa térmica. James Clerk Maxwell (1831-1879), aunque més
conocido por su teoria electromagnética, establecié analogias entre la difusién de
calor y el transporte de particulas, sentando bases para el enfoque estadistico de
procesos de difusion en gases. Estos aportes ampliaron y rigieron el entendimiento
de la ecuacion del calor, consoliddndola como prototipo en el andlisis de ecuaciones
en derivadas parciales y en la modelacién de fenémenos de conduccién y difusién [5].

La ecuacion del calor continué profundizandose en el siglo XX y en la actualidad
investigadores como Eugenio Elia Levi (1883-1917) desarrollaron teorfas de existen-
cia y unicidad para ecuaciones parabdlicas; Juliusz Schauder (1899-1943) estable-
cié estimados fundamentales para la regularidad de soluciones. Més adelante, Olga
Ladyzhenskaya (1922-2004) realiz6 aportes esenciales al estudio de la estabilidad y
comportamiento de soluciones en ecuaciones parabdlicas y en mecénica de fluidos,
mientras que Jacques-Louis Lions (1928-2001) impulsé el uso de métodos funcio-
nales y formulaciones variacionales en el analisis y control de sistemas gobernados



por ecuaciones en derivadas parciales, en tiempos recientes, se han explorado exten-
siones a modelos con fuentes no lineales, difusién en medios heterogéneos y control
optimo del proceso. Gracias a estas contribuciones contemporaneas, la ecuacién del
calor sigue siendo un modelo central en el analisis de ecuaciones en derivadas par-
ciales, en fisica matematica y en multiples aplicaciones interdisciplinarias.

3. INTRODUCCION TEORICA

En esta seccién la mayorfa de los conceptos vienen de [1] y [2].

3.1. Preliminares. Antes de abordar la formulacién débil y la aplicacion del
método de elementos finitos, es necesario repasar algunos resultados fundamentales
del analisis funcional y del calculo vectorial que se utilizardn en el desarrollo tedrico.

El teorema de la divergencia, también conocido como teorema de Gauss, establece
una relacién entre la integral de la divergencia de un campo vectorial sobre una
regién y el flujo del campo a través de la frontera de dicha regién. Sea Q2 C R?
un dominio abierto y acotado con frontera suave 9, y sea F = (Fy, F) un campo
vectorial suficientemente suave definido sobre €2. Este resultado es fundamental para
derivar la identidad de Green y para justificar el paso de una formulacién fuerte a
una formulacién débil de problemas en derivadas parciales. Entonces, se cumple:

(3.1) /V~Fd;c:/ F-nds,
Q 19)

donde n es el vector normal exterior unitario a la frontera 92 y ds denota el
elemento de longitud sobre la frontera.

Esta integral tambien puede ser escrita como una integral doble y también puede
denominarse integral de drea.

/QV'F://QV~F(x,y)dA,

La anterior es una integral sobre la frontera de €2, la cual es una curva, y por tanto
puede referirse como una integral de linea. Para que el teorema de la divergencia
se cumpla, el campo vectorial F debe ser lo suficientemente suave.

La identidad de Green es una consecuencia directa del teorema de la divergencia
y permite relacionar integrales que involucran funciones y sus derivadas. Si u,v €
C1(Q), se tiene:

(3.2) —/vAudxz/Vu-Vvdx—/ va—uds7
Q Q oa On

donde % = Vu - n es la derivada normal de u en la frontera. Esta identidad sera

clave en el desarrollo de la formulacién variacional del problema, ya que permite



reducir el orden de las derivadas presentes en la ecuacién diferencial, lo cual es
esencial para trabajar en espacios funcionales mas generales.

Definicién 3.1. Si u es una funcién, su soporte es la clausura del conjunto en el
que u es distinto de cero:

supp(u) = {(@,y) € B? tu(z,y) £ 0} = {2 € K : u(a) £0}

Si u se define en 2 y supp(u) es un subconjunto compacto (es decir, un subconjunto
cerrado y acotado de ), entonces se dice que u tiene soporte compacto en 2.

Definicién 3.2. El espacio C*(Q2) se define como el conjunto de todas las funciones

u con valores reales definidas en € con la propiedad de que u y sus dericadas
parciales hasta el orden k son todas continuas en ).

Definicion 3.3. El espacio Cg° se define como el conjunto de todas las funciones
que son infinitamente diferenciables en ) y tienen soporte compacto en 2.

La ecuacion del calor en estado estacionario para un medio anisotrépico y no ho-
mogéneo se expresa Como:

(3.3) ~V - (K(z,y)Vu(z,y)) = f(z,y), enQCR?
donde:
= u(z,y) representa la temperatura,

= K(z,y) es el tensor de conductividad térmica simétrico, positivo definido,
que varia espacialmente,

= f(z,y) representa una fuente térmica interna,
= QO C R? es el dominio bidimensional.

La anisotropia implica que el calor no se propaga de forma uniforme en todas las
direcciones. En medios no homogéneos, la conductividad térmica cambia en funcién
de la posicién, lo que complica la solucién analitica del problema.

En este trabajo se consideraran unicamente condiciones de Dirichlet:
(3.4) w(z,y) =g(z,y), en o,
donde g(z,y) es una funcién dada en la frontera del dominio.

3.2. Modelo. Considere el siguiente problema de valor en la frontera

(3.5) pyp.] v 4=/ el
u(z,y) =g en N.

Este modelo posibilita la comprensiéon de los procesos de transferencia de calor en
medios caracterizados por variaciones en sus propiedades térmicas. Al comprender
como la temperatura se distribuye en estos medios anisotrépicos no homogéneos,
podemos analizar la influencia de las variaciones espaciales en la conductividad
térmica.



La ecuaciéon de calor se obtiene a partir de la ley de Fourier y del principio de
conservacion de la energia. Segun la ley de Fourier, la razén de cambio del flujo de
energia caldrica por unidad de drea a través de una superficie es proporcional al
gradiente de temperatura negativo en la superficie:

(3.6) qg==+r-Vu.

Entonces nos dice que q es el vector de calor y f es una funcién que depende (z,y)
que simula la entrada del calor desde una fuente externa. En un medio anisotrépico,
el flujo de calor q no es paralelo con el gradiente de temperatura, es decir k no es
coeficiente escalar, sino que un tensor, en nuestro caso que ) C RQ, el tensor de
conductividad térmica K se escribe como:

- o) = [l ],

donde & es simétrico.

En el caso especial de los materiales ortotrépicos, el tensor de conductividad s
asume una forma diagonal

(3.8) K(z,y) = {ku(o% y) zm(g:, y)}

sustituyendo q en (3.5) nuetro modelo quedarfa de la forma:

(3.9)

Definicion 3.4. Los siguientes espacios funcionales son fundamentales en anélisis
funcional y métodos variacionales:

Espacio de funciones cuadrado-integrable:

LQ(Q){U:Q%R‘/QU%OO}.

Espacio de Sobolev:

HY(Q) = {1} € L*(Q) ‘ %, g—z € LQ(Q)}.

Espacio de Sobolev con condiciones de frontera de Dirichlet:

Hé(Q) = {UEHl(Q> ’ v=20en QQ}.



3.3. Método Numérico. La formulacién débil para este problema no homegéneo
g debe de satisfacer algunas condiciones de regularidad. Supongamos que existe
G € H'(Q) tal que G = g en 99 consideremos las funciones de prueba en el espacio
HL(9), sin embargo, dada que la solucién deseada u no satisface las condiciones de
Dirichlet homogeneas no puede ser u € H} (), en cambio la funcién w = u — G es
cero en O y por lo tanto la solucién tiene la forma u = w + G, w € H} ().

La formulacién débil es:
Encontrar un v = w + G, w € H}(Q) tal que

(3.10) /K(Vw)-sz/fv—/KVG-Vv Vv € H} (D)
Q Q Q
G € H'(Q) tal que G = g en 99.

3.4. MEF. Este método busca una soluciéon aproximada del problema débil en
un subespacio de dimensién finita Vj, € Hg (). Se construyen funciones de base ¢;,
tipicamente funciones polinomiales por partes, localmente soportadas.

La solucién aproximada se expresa como:
N

(3.11) un(t,y) = Y _Ujé;(z,y),
j=1

donde {¢,} son funciones de forma y {U;} los grados de libertad asociados o coefi-
cientes desconocidos a determinar.

La formulacion débil conduce al sistema lineal:

(3.12) KU =F,

donde:

(3.13) Ky — /Q (Vo) K, y) Ve, da dy,

(3.14) F, = /Qf¢i - /QK(:B, y)VG - Vo, dz dy.

La matriz K se construye como la suma de matrices de rigidez locales, ensambladas
a partir de cada elemento del mallado.

En el caso anisotrépico, la matriz K(x,y) puede ser de la forma:
ki(z,y)  kia(z,y)
3.15 K(z,y) = ’ ’ ,
(815) R i R
y se evalia en cada elemento. Las integrales se aproximan mediante cuadratura

numeérica, tipicamente con reglas de Gauss.

3.5. [Existencia y unicidad de la soluciéon de un problema débil.

Teorema 3.1 (Lax-Milgram). Supongamos que V' es un espacio de Hilbert y a(-,-)
es una forma bilineal en V' que es acotada y V -eliptica. Entonces, dado unl € V*,
existe un unico u € V tal que

a(u,v) =1l(v) YveV.



Ademds, u depende continuamente de l; es decir,
1

llullv < =[ltflv-,
@

donde o > 0 es la constante de elipticidad.

3.6. El problema de aproximacion. Sea V}, un espacio de dimensién finita
tal que V}, C H¢, entonces el problema de aproximacién de Galerkin es encontrar
wp, € Vj, tal que:

a(wp,v) =1(v) Yv e V.
Donde a(wp,,v) es una forma bilineal y I(v) es un funcional lineal definidos a partir
de la forma variacional como

(3.16) a(wp,v) = / KVuwy, - Vo,
Q

l(v)/gfv—/QKVG-Vvh.

Para resolver este problema tomemos el espacio de dimensién finita de funciones
polinémicas de grado 1, ya que este espacio es de dimensién tres las funciones bases
estan dadas por

(3.17) Pr=1-¢—n, P=¢ P3=n.

Para reducir el coste computacional en la evaluacién de las integrales al aplicar el
método de elementos finitos, introducimos un dominio de referencia en el que todas
las integrales se llevan a cabo sobre el intervalo (-1, 1). De este modo, homogenei-
zamos el proceso de integracion y evitamos repetir cdlculos en dominios distintos.
Para trasladar cada elemento de su configuracién fisica al dominio de referencia,
empleamos la siguiente transformacion:

o -G sl
) Y1 Y2 —Yr Ys— Y1) |

Y con ayuda de esta transformacién calcularemos las integrales de todos los ele-

mentos en el mismo dominio.

F1GURA 1. Tlustracién del problema de aproximacién [2]



3.7. Implementacién y discusién. Para la implementacion se utiliza una ma-
lla triangular con elementos de segundo orden (cuadréticos), lo cual permite una
mejor aproximacién del campo de temperatura en geometrias complejas. Las fun-
ciones de forma se construyen sobre el tridangulo de referencia, y se trasladan a cada
elemento mediante transformaciones afines.

Se implementa un procedimiento de ensamblaje del sistema global. La evaluacién
de cada entrada K Z(]e ) requiere:

= el gradiente de las funciones de forma en coordenadas fisicas,
= la matriz de conductividad evaluada en el punto de integracién,
= el Jacobiano del cambio de coordenadas.

Para iniciar la implementacion, se generé una malla sobre un dominio rectangular
mediante el paquete msh de Octave. A continuacién, se definieron dos funciones
fundamentales:

= phi, encargada de proporcionar las funciones base asociadas a cada elemento
de la malla.

= grad phi, que calcula los gradientes de dichas funciones base.

Estas rutinas son imprescindibles para la construccién de las matrices de rigidez
locales y de los vectores de carga locales.

En la etapa siguiente, se calcularon las contribuciones elementales mediante las
funciones

= get_localK, para obtener la matriz de rigidez de cada elemento.
= get_localF, para obtener el vector de carga de cada elemento.

Una vez obtenidos los bloques locales, se procedié a ensamblar el sistema global
con las rutinas ensamblar K y ensamblar_F.

Para cuantificar el error de la aproximacién se implementaron dos funciones:
» L2 norma, que evalta la norma L? del error.
= Hi_semi_norma, que calcula la semi-norma H'.

Finalmente, la funcién calculo_de_parametros agrupa el calculo de todos los
pardmetros necesarios para el modelo. Los archivos test1, test2 y test3 cargan
estos parametros, ejecutan el método de elementos finitos completo, computan los
errores y las tasas de convergencia, y representan graficamente dichos resultados.

4. EXPERIMENTOS

4.1. Experimento 1. Supongamos un dominio 2 = [0,1] x [0, 1] con un tamano
inicial de h, = 0,5, consideremos el problema de valor en la frontera en (3.5) con
condicién de Dirichlet homogénea, es decir, g = 0 y f elegida de tal forma que la
solucién exacta sea

u(z,y) = zy*(1 — 2?)(1 — °)



y el tensor de conductividad térmica dado por

2r+y x+y-—1
r+y—1 224y

con estos datos obtenemos la grafica del error L? y H'

-0.8
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S 25t ]
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1.2 1
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141
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log1o(h) log1o(h)
((A)) Figura 1: Gréfica del ((B)) Figura 2: Gréfica del
error L? experimento 1 error H' experimento 1
B h l[u—up|lrz Tasa L?  |[Ju—up|lgn  Tasa H!

0.5000 0.7071 2,4759 x 10=2  0.0000 1,8511 x 10~*  0.0000
0.2500 0.3536 8,2786 x 10~%  1.5805 1,1408 x 10~'  0.6983
0.1250 0.1768 2,2712 x 1072  1.8660  6,0499 x 102  0.9151
0.0625 0.0884 5,8396 x 10~*  1.9595 3,0708 x 102  0.9783

CuaDRO 1. Norma L? y H' y tasas de convergencia para el ex-
perimento 1.

La convergencia del método con el calculo de error de la norma L? converge a 2 y
el calculo de error de la norma H' converge a 1.

4.2. Experimento 2. Supongamos un dominio = [0,1] x [0, 1] con un tamaio
inicial de h, = 0,5, consideremos el problema de valor en la frontera en (3.5) con
condicion de Dirichlet homogénea, es decir, g = 0 y f elegida de tal forma que la
solucién exacta sea

u(x,y) = sin (wz) - sin (1y)
y el tensor de conductividad térmica dado por

r+y+1 4dr+2y—1
dr+2y—1 xz+y+1

con estos datos obtenemos la gréfica del error L? y H!
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44 42 -4 08 06 04 02 0 44 42 e 08 06 04 02
logio(h) logio(h)
((c)) Figura 1: Gréfica del ((p)) Figura 2: Gréfica del
error L? experimento 2 error H! experimento 2
hy h llu —up|lr= Tasa L? |ju—up|[zr Tasa H!

0.5000 0.7071 1,4938 x 10~*  0.0000 1,8188 x 10° 0.0000
0.2500 0.3536 3,9577 x 1072 1.9162  8,7849 x 10!  1.0499
0.1250 0.1768 1,0291 x 1072 1.9432  4,3707 x 10! 1.0072
0.0625 0.0884 2,5684 x 1073 2.0025 2,1816 x 10! 1.0025
0.0313 0.0442 6,6033 x 10~*  1.9596  1,0907 x 10~*  1.0001

CuaDRO 2. Norma L? y H' y tasas de convergencia para el ex-
perimento 2.

4.3. Experimento 3 fisico. Se estudia una ldmina rectangular de madera con
dimensiones de 4 x 4 metros, sobre la cual se aplica una fuente de calor descrita
por la funcién
f(:)j7 y) — Ao (I*aso*w-zav;)§+(y*’alo)2 7

donde A representa la amplitud maxima del calor, (zg,y) son las coordenadas del
centro de la fuente térmica, w es un pardmetro que modela la influencia de una
corriente de aire en la direccién x, y ¢ controla el grado de dispersion de la fuente.
Esta expresion permite representar una distribucion térmica afectada por el viento,
lo que proporciona un modelo mas realista de la propagacién del calor. Para esta
simulacién, se han utilizado los valores A =5, (zo,y0) = (1,2), w=6y o = 2.

_(=sz—1)24(y-2)2
8

f(.’ﬂ,y):5€

Por la propiedad ortétropica de la madera consideramos el siguiente tensor de
conductividad térmica dado para madera laminada cruzada [6]

B [0,638 0

) 0,321} W/mK
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Placa 4x4 m afectada por el viento

4
04
3
03
E 2
> 02
1 0.1
0 0
0 1 2 3 4
]

x[m

FicUurA 2. Mapa de temperatura U

Con estos datos calculamos el vector U de grados de libertad y realizamos la gréfica
de calor

En el grafico se observa como el calor sobre la lamina de madera tiende a desplazarse
en la direccion positiva del eje x debido a la corriente de aire.

4.4. Experimento 4 fisico. Para este experimento, consideramos una placa de
madera de 3 X 3 metros que presenta una zona circular de humedad (radio 0,5
metros) centrada en (1,1), donde la conductividad térmica se reduce al 50 %. La
funcién fuente es una gaussiana centrada en (1,5,1,5):

f(l’, y) — Ao (zfr[))ijéyfyo)rz
donde A representa la amplitud maxima del calor, (zg,yo) son las coordenadas
del centro de la fuente térmica y o controla el grado de dispersién de la fuente.
Esta expresion permite representar una distribucién térmica afectada por una zona
humeda en el centro de la placa, lo que proporciona un modelo més realista de la
propagacién del calor. Para esta simulacién, se han utilizado los valores A = 8,
(‘TOa yO) = (135’ 175)3 o=0,3.

_(@=1,5)24+(y—1,5)2
f(.’l?, y) =8.¢ 2(0,3)2

Por la propiedad ortotropica de la madera consideramos el siguiente tensor de
conductividad térmica dado para madera laminada cruzada [6]

[0,638 0
KR =

0 0,321} W/mK

Con estos datos calculamos el vector U de grados de libertad y realizamos la gréfica
de calor
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Placa 3x3 m con parche himedo

0 05 1 15 2 25 3
x[m]

FicurA 3. Mapa de temperatura U

En este caso, se aprecia que la humedad local frena la difusién del calor en la regién
circular, produciendo gradientes més pronunciados alrededor del parche htimedo.

5. CONCLUSIONES

= Se implementé con éxito el método de elementos finitos en Octave para
resolver el modelo propuesto, confirmando la validez de la aproximacién
numérica.

= Se realizaron diversos ensayos numéricos que permitieron calcular errores y
tasas de convergencia, obteniéndose resultados consistentes y satisfactorios.

= Se llevaron a cabo experimentos fisicos que reproducen condiciones reales,
los cuales no solo corroboraron los resultados teéricos, sino que demostraron
aplicaciones practicas del método.

= La integraciéon del analisis matematico con herramientas de computo mostro
su eficacia como enfoque de investigacién y validacién.

= Se evalué la influencia de diferentes pardmetros del material (anisotropia, no
homogeneidad y humedad) en la distribucién térmica, revelando comporta-
mientos clave en la difusién del calor.

= El flujo de trabajo desarrollado (generacién de malla, ensamblaje, solucién y
visualizacién) proporciona un marco reproducible y extensible para futuros
estudios en transferencia de calor.
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ANALISIS ESPACIAL DE PRECIOS DE AIRBNB EN NYC CON
GEOESTADISTICA Y ECONOMETRIA

OSCAR ANDREE CORTES HERNANDEZ

RESUMEN. Este estudio analiza los precios de alojamientos de Airbnb en la
Ciudad de Nueva York mediante estadistica espacial y econometria. Se revisan
los fundamentos de autocorrelacién espacial, funcién de covarianza, variograma
y kriging, junto con modelos de regresién espacial (SAR, SEM, SARAR). La
metodologia integra anélisis exploratorio, estimacién variogréfica, prediccién
por kriging y modelado econométrico, con validacién cruzada y métricas de des-
empeno. Los resultados evidencian patrones espaciales significativos y muestran
que ubicacién y tipo de alojamiento son determinantes clave en la formacién
de precios. El flujo de trabajo se implementé en R con paquetes especializados
para datos georreferenciados.

ABSTRACT. This study analyzes Airbnb listing prices in New York City using
spatial statistics and econometrics. We review the foundations of spatial autoco-
rrelation, covariance function, variogram, and kriging, along with spatial regres-
sion models (SAR, SEM, SARAR). The methodology integrates exploratory
analysis, variogram estimation, kriging prediction, and econometric modeling,
with cross-validation and performance metrics. Results reveal significant spatial
patterns and show that location and room type are key determinants in price
formation. The workflow was implemented in R using packages specialized for
georeferenced data.

1. INTRODUCCION

El analisis estadistico de datos espaciales ha experimentado un crecimiento ex-
ponencial debido a la disponibilidad masiva de informacion georreferenciada y el
desarrollo de herramientas computacionales especializadas [1,2]. Este campo combina
fundamentos tedricos sélidos con aplicaciones practicas que permiten comprender
fenémenos cuya variabilidad esta influenciada por su localizacién geografica.

Los mercados inmobiliarios y de alojamiento representan casos de estudio para-
digmaticos para el andlisis espacial, ya que exhiben patrones de dependencia espacial
complejos influenciados por factores de localizacién, accesibilidad, amenidades ur-
banas y caracteristicas del entorno [9]. El surgimiento de plataformas digitales
como Airbnb ha generado datasets ricos y granulares que permiten aplicar técnicas
geoestadisticas y econométricas avanzadas para modelar la formacion de precios
espaciales.

Fecha 12 de Agosto de 2025.

Palabras y frases clave. Andlisis espacial, Autocorrelacién espacial, Geoestadistica, kriging,
Econometria espacial, Modelos SAR/SEM/SARAR/SLX, Indicadores LISA, Airbnb.
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Los objetivos de este trabajo son: Revisar los fundamentos tedricos del analisis
estadistico espacial, incluyendo la taxonomia de datos espaciales y métodos de
modelado, aplicar técnicas de geoestadistica y econometria espacial para analizar
patrones de precios, demostrar la integracién metodoldgica entre analisis exploratorio
espacial, modelado variografico y regresién espacial y evaluar el desempeno predictivo
de diferentes enfoques.

La ciudad de Nueva York constituye un laboratorio urbano ideal para esta aplicacién
por su diversidad espacial, densidad de observaciones y heterogeneidad de mercados
de alojamiento. Los patrones espaciales identificados y las técnicas metodoldgicas
desarrolladas tienen aplicabilidad general para contextos urbanos similares.

Este estudio contribuye al desarrollo metodolégico del anélisis espacial aplicado,
proporcionando un marco integrado que combina exploracién, modelado y predicciéon
espacial con implementacién practica en R [2].

2. ANTECEDENTES

El andlisis estadistico espacial ha evolucionado de manera sistematica desde mediados
del siglo XX, consolidando marcos teéricos y metodoldgicos especializados. Los
trabajos pioneros de Moran y Geary [5, 6] establecieron la base para la medicién
de la autocorrelacién espacial mediante estadisticos disenados para cuantificar la
dependencia en datos geograficos. Posteriormente, Matheron [7] desarrollé la teoria
de variables regionalizadas y el marco conceptual para analizar fenémenos espaciales
continuos, lo que permitié formalizar técnicas de interpolacién 6ptima. Ripley [8]
realizé una primera sintesis exhaustiva de métodos estadisticos para datos espaciales,
abordando distintos tipos de datos y técnicas asociadas.

El desarrollo de modelos de regresion espacial fue sistematizado por Anselin [9],
quien establecié el marco tedrico de los modelos autorregresivos y de error espacial,
y posteriormente introdujo los indicadores locales de asociacién espacial (LISA)
[10], dtiles para identificar agrupamientos y heterogeneidad espacial. En paralelo,
Cressie [1] propuso una taxonomia que distingue tres tipos principales de datos
espaciales geoestadisticos, de red (lattice) y patrones de puntos unificando diversas
areas mediante una notacién consistente. Mas recientemente, Banerjee et al. [11]
incorporaron enfoques bayesianos jerarquicos para el analisis de datos espaciales a
gran escala.

En anos recientes, el analisis estadistico espacial ha encontrado aplicaciones relevantes
en el estudio de mercados inmobiliarios y de alojamiento temporal. Investigaciones
como las de Can y Dubin [13,14] han demostrado la importancia de incluir la
dependencia espacial en modelos hedénicos de precios, mientras que la disponibilidad
de datos provenientes de plataformas digitales ha facilitado estudios a gran escala
que combinan geoestadistica y econometria espacial para comprender la formacién
de precios en mercados urbanos [15,16].
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3. FuNDAMENTOS TEORICOS DE GEOESTADISTICA Y ECONOMETR{A ESPACIAL

El andlisis estadistico espacial se fundamenta en el estudio de fenémenos cuya
variabilidad esté intrinsecamente vinculada a su localizacién geografica. Su base
matematica exige comprender la naturaleza de los datos espaciales, los procesos
estocasticos que los generan y los métodos estadisticos adecuados para su estudio.
La clasificacién propuesta por Cressie [1] distingue tres categorias principales que
determinan la metodologia de andlisis: datos geoestadisticos, datos de red y patrones
de puntos.

Definicién 3.1 (Datos Geoestadisticos). Observaciones de un proceso estocdstico
espacial {Z(s) : s € D C R4} definido en un dominio espacial continuo D, donde d
es la dimensién espacial. Estos datos exhiben dependencia espacial continua.

La dependencia espacial en este contexto puede modelarse mediante la funcion de
covarianza (Def. 3.6) o el variograma (Def. 3.7), que describen la estructura de
dependencia en funcién del vector de separacién espacial h [1].

Definicién 3.2 (Datos de Red). Observaciones {Z; : ¢ € I'} asociadas a un conjunto
finito I de regiones discretas y bien definidas. La dependencia espacial se describe
mediante matrices de pesos espaciales W = {w;;} que definen vecindades.

Definicién 3.3 (Patrones de Puntos). Conjunto aleatorio ® = {s1, s2,...,sn} de
puntos en un dominio D C R?, donde tanto las posiciones como el niimero de puntos
pueden ser aleatorios. Se caracteriza mediante la funcién de intensidad A(s).

La medicién de la dependencia espacial es fundamental. El indice I de Moran [5] es
uno de los estadisticos mas empleados para medir la autocorrelacién espacial global.

Teorema 3.4 (fndice I de Moran). Para una variable x; en ubicacionesi=1,...,n,
n 2 2y wij(@i — T) (2 — 1)
i Zj Wij >z —2)? ’

donde w;; son elementos de la matriz de pesos espaciales y T es la media muestral.

I =

El estadistico C' de Geary [6] ofrece una medida alternativa, basada en diferencias
entre observaciones vecinas:

C::(n—l)ZZXQwH@“_xQQ, W=D wy.

2W doi(xy — )2

En I de Moran, valores cercanos a 1 indican autocorrelacién positiva, cercanos a
—1 negativa, y préximos a 0 ausencia de autocorrelacién. Para C' de Geary, valores
cercanos a 0 implican autocorrelacién positiva, cercanos a 2 negativa, y cercanos a 1
ausencia de autocorrelacién [9].

Los modelos de regresiéon espacial extienden la regresién clasica incorporando es-
tructura espacial en la variable dependiente o en los errores [9].

Teorema 3.5 (Modelo Autorregresivo Espacial (SAR)).
y=pWy+X3+e
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donde y es la variable dependiente, p el coeficiente de autocorrelacion, W la matriz
de pesos, X la matriz de covariables, B el vector de pardmetros y € ~ N(0,02%I).

El modelo de error espacial (SEM) describe dependencia en los errores:
y=XB+u, u=Wu+e,
con A como coeficiente de autocorrelacién en los errores [9].

La geoestadistica, fundamentada en la teorfa de Matheron [7], es esencial para datos
espaciales continuos.

Definicién 3.6 (Funcién de covarianza). Sea {Z(s) : s € D C R?} un proceso
estocastico espacial. La funcidn de covarianza se define como
C(h) = Cov(Z(s), Z(s+h)),

la cual mide la dependencia lineal entre los valores de Z en dos ubicaciones separadas
por un vector de desplazamiento h.

Definicién 3.7 (Variograma). Sea {Z(s) : s € D C R%} un proceso estocéstico
espacial. El variograma se define como

~v(h) = % Var(Z(s +h)— Z(s)),

y describe cémo varia la similitud de las observaciones en funcién de la separacion
espacial h.

El variograma describe cémo varfa la similitud de observaciones con la distancia [1].
El estimador empirico es:

1

N(h)
) = oy 2 1200 = 2l 1T

Teorema 3.8 (Kriging ordinario).

n

Z(s0) =Y _NiZ(sy),

i=1

con Z?zl i = 1 y los pesos elegidos para minimizar la varianza de prediccion.

El andlisis de patrones de puntos se basa en procesos puntuales [3,4]. El proceso de
Poisson homogéneo, con independencia completa, tiene:
A(AF —A(A)
P(N(4) = k) = BT
donde A(A) = [, A(s)ds.

Funciones como la K de Ripley y la distribucién de distancias al vecino mas cercano
permiten describir y comparar patrones [3].

Ejemplo 3.9 (Autocorrelacién espacial con KNN en NYC e implementacién en R).
Considérese un subconjunto sintético de listados de Airbnb en NYC (coordenadas
proyectadas en NAD83 / UTM 18N, EPSG:26918). Se define la matriz de pesos W a
partir de los k& = 8 vecinos mds cercanos (estandarizacién por filas) con simetrizacién
de la vecindad. Sobre y = log(price) se evalia la autocorrelacién global con el {ndice
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I de Moran y la autocorrelacion local con LISA para identificar clisteres High—High
y Low—Low. Este ejemplo ilustra la construccion de W y la interpretacién de I y
LISA en el mismo marco metodolégico empleado en el estudio; véanse las Figuras 1
y 2 para la aplicacién completa.

Fragmento en R:

library(sf)
library(spdep)
library(spatialreg)

# airbnb_sf: sf con columnas price, room_type, minimum_nights,

# availability_365, number_of_reviews, reviews_per_month,

# neighbourhood_group, geometry (WGS84)

airbnb_sf <- st_transform(airbnb_sf, 26918) # NAD83 / UTM 18N (metros)

coords <- st_coordinates(airbnb_sf)
nb <- knn2nb(knearneigh(coords, k = 8), sym = TRUE) # simetrizar KNN
lw <- nb2listw(nb, style = "W")

airbnb_df <- st_drop_geometry(airbnb_sf)

# OLS base
ols <- 1m(log(price) ~ room_type + minimum_nights + availability_365 +
number_of_reviews + reviews_per_month + neighbourhood_group,
data = airbnb_df)

# Prueba de Moran en residuales 0OLS
moran.test(residuals(ols), 1lw)

# SAR por ML
sar <- lagsarlm(log(price) ~ room_type + minimum_nights + availability_365 +
number_of_reviews + reviews_per_month +
— neighbourhood_group,
data = airbnb_df, listw = 1lw)
summary (sar)

En la préctica, el analisis debe complementarse con la verificacién de supuestos
como estacionariedad e isotropia [1], que garantizan que las propiedades estadisticas
sean invariantes ante traslaciones espaciales y que la dependencia no dependa de la
direccién. La violacién de estos supuestos puede requerir modelos no estacionarios o
enfoques direccionales.

La validacién de modelos espaciales debe considerar la dependencia inherente en los
datos para evitar la subestimacién de la varianza de predicciéon. Métodos como la
validacién cruzada espacialmente estructurada (dejando fuera la observacién objetivo
y sus vecinos) resultan mas adecuados [2]. Las métricas habituales de evaluacién
incluyen el error cuadrético medio de prediccién (RMSE), el error absoluto medio
(MAE) y medidas de calibracién para evaluar la calidad de las estimaciones de
incertidumbre.
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4. METODOLOGIA Y RESULTADOS DEL ANALISIS ESPACIAL DE PRECIOS DE
AIRBNB EN NYC

4.1. Metodologia. La investigacién adopta un enfoque cuantitativo con métodos
de estadistica espacial para describir y modelar la estructura geografica de los
precios de alojamientos. ;Como varia espacialmente el precio por noche de los
alojamientos de Airbnb en Nueva York y qué factores lo explican? El objetivo
general es caracterizar la dependencia espacial del precio y construir un modelo
predictivo que incorpore covariables del alojamiento y de localizacion, apoyado en
los marcos de geoestadistica y econometria espacial [1,2,9].

Se utilizé el conjunto de datos ptblico de listados de Airbub para NYC (2019). Se
consideraron las variables: price (dependiente), longitude, latitude, room_type,
availability_365, minimum nights, number_of_reviews, reviews_per_month y
neighbourhood_group. Los pasos de preparacion fueron:

1. Limpieza bésica: se filtraron registros con price < 0 y precios extremos
(> 1000 USD) para atenuar la influencia de valores anémalos en la estimacién
y validacién [2].

2. Transformacién de la variable objetivo: se trabajé con log(price) para aproxi-
mar la normalidad y estabilizar la varianza, practica habitual en modelado
espacial y geoestadistico [1].

3. Estandarizacién de covariables continuas: se escalaron (z-score) minimum
nights, availability_365, number_of reviews, reviews_per month, lo que
facilita la interpretacion y la estimacién estable en presencia de diferentes
escalas [2].

4. Representacién espacial: los datos se convirtieron a objeto sf en WGS84
(EPSG:4326) y se reproyectaron a NAD83 / UTM zona 18N (EPSG:26918),
un CRS métrico. Todas las parametrizaciones dependientes de distancia se
especificaron en metros: variograma con cutoff = 30,000 m y bin width = 600
m, kriging con cellsize = 600 m, y hexagonado de = 800 m.

El An4lisis espacial exploratorio (ESE) tuvo tres componentes:

1. Mapas exploratorios: distribucién espacial de listados y mapas de cuantiles
de log(price) para detectar heterogeneidad espacial visible [2, 8].

2. Autocorrelacién global: se aplicé el indice I de Moran sobre log(price) con
matriz de pesos W construida por k-vecinos més cercanos (k = 8), simetrizada
y estandarizada por filas, practica comun cuando no se dispone de poligonos
administrativos homogéneos [2, 5].

3. Autocorrelacién local (LISA): se estimaron indicadores locales para identificar
clisteres significativos High-High, Low—Low y patrones High-Low/Low—High
(outliers espaciales), siguiendo [9,10].
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Para facilitar comparaciones y visualizaciones, se construyé un indice de precio
normalizado en [0, 1] a partir del precio en escala natural:

price — min(price)

. 7' d f— °
price-index méx(price) — min(price)

El uso de transformaciones y reescalamiento de variables en flujos de trabajo
espaciales estd documentado en [2]. En esta aplicacién no se redujeron covariables
mediante PCA, aunque dicha alternativa es coherente con las précticas descritas
por este autor.

Modelado: geoestadistica y econometria espacial.

Geoestadistica (variograma y kriging). Sea Z(s) el log-precio en la localizacién s.
Se estimé el variograma empirico 4(h) y se ajustaron modelos esférico, exponencial
y gaussiano; la seleccién se realizé por el error cuadrético del ajuste (SSE) [1,7].
Dado el mejor modelo, se ejecuté kriging ordinario (KO) para obtener predicciones
Z (so) y su varianza de kriging, generando una superficie continua de precios [1].
La validacién cruzada (dejar-uno-fuera) evalué RMSE = 0.367, MAE ~ 0.250 y

R? 2 0.339 en escala logaritmica:

2 I _ >o(eq)?
(e:)?, MAE—E;@L RQfl—m,

en linea con las recomendaciones de evaluacién para predictores espaciales [1].

Econometria espacial (SAR/SEM/SARAR/SLX). Como linea base se estimé un
modelo OLS para log(price) con covariables del alojamiento (tipo de habitacién,
noches minimas, resenias, disponibilidad, listados por anfitrién) y dummies de
localizacién (neighbourhood_group). Sobre sus residuales se aplicaron pruebas de
dependencia espacial (Moran y LM/LM robustas) para decidir la especificacién
espacial adecuada [2,9].

Se consideraron:

SAR (rezago espacial en la dependiente): y = pWy + X8 + ¢
= SEM (error espacial): y = X8 + u, con u = \Wu+¢
s SARAR (rezago y error): combinacién de ambas estructuras.

= SLX (rezago en covariables): inclusién de WX para capturar efectos de
vecindario en explicativas.

Las estimaciones se realizaron mediante maxima verosimilitud y procedimientos
IV/GMM cuando fue pertinente (por ejemplo, stsls y GMerrorsar), conforme
a [2,9]. La comparacién de modelos empleé criterios de verosimilitud (logLik) y de
informacién (AIC/BIC), ademas de la ausencia de autocorrelacién en residuales
como condicién de especificacién adecuada [2].
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Notas sobre reproducibilidad y software. Todo el flujo analitico (ESE, variogra-
ma,/kriging y modelos espaciales) se implementé en R con los paquetes sf, spdep,
gstat, spatialreg, sphet y tmap, cuyo uso aplicado y fundamentos metodoldgicos
se discuten en [2]. La geoestadistica y las propiedades de kriging siguen [1,7] mientras
que la deteccién de asociacién espacial local y los modelos SAR/SEM/SARAR se
apoyan en [9,10].

4.2. Resultados. Se presentan los hallazgos empiricos agrupados en cuatro blo-
ques que abarcan la exploracion espacial de precios, el analisis de la dependencia y los
clisteres locales, la caracterizacion de la continuidad espacial mediante variograma
con prediccion por kriging, y el contraste con modelos espaciales de regresién. Las
interpretaciones se fundamentan en referentes tedricos y metodolégicos consolidados
en la literatura [1,5,7,10].

Exploracién espacial de precios.

Log(precio) promedio por hexagono (agregacion espacial, 800 m)

. log_price
2.996t0 4.135
413510 4.328
432810 4.498
4.498 to 4.804

B 4804 t0 6.685

[— I
0 5 10 15km

Fuente: Inside Airbnb (2019). Elaberacion propia.

Figura 1. Distribucién espacial de log(price) (cuantiles). Fuente de datos: Inside Airbnb
(2019). Elaboracién propia con R/tmap.

La Figura 1 evidencia un gradiente espacial nitido: Manhattan y corredores centrales
de Brooklyn concentran los cuantiles superiores de log(price), mientras que Staten
Island y sectores de Queens caen en cuantiles inferiores. La agregacion hexagonal
mitiga ruido local, realzando patrones de nivel medio—alto coherentes con centralidad
urbana y accesibilidad, lo que coincide con la literatura sobre heterogeneidad y
gradientes urbanos [2,13,14]. Este patrén sugiere dependencia espacial positiva de
los precios, motivando las pruebas de autocorrelacién [5,10].
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Autocorrelacion espacial: Moran global y LISA.

Clusteres espaciales de precio (LISA) — Airbnb NYC 2019

grupo

* High-High

* Low-Low
High-Low
Low-High
Mo significativo

[— E—
0 5 10 15km

Fuente: Inside Airbnb (2019). Elaboracién propia.

Figura 2. Clusteres locales de autocorrelacién espacial (LISA) para log(price). Categorfas:
High-High, Low—Low, High-Low, Low—High y no significativo [10].

La Figura 2 muestra clisteres High—High en Manhattan y partes de Brooklyn, y
Low—Low en Staten Island y Queens. Los patrones High—Low y Low-High son
escasos y localizados, reflejando una estructura espacial relativamente homogénea
dentro de cada macrozona [2,10].

Geoestadistica: variograma y kriging.

Variograma empirico y ajuste — Modelo Sph
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Figura 3. Variograma empirico de log(price) (bin 600 m, cutoff 30
km) con ajuste esférico (SSE minimo). Pardmetros: nugget ~ 0.096, sill
parcial = 0.122, rango ~ 15.97 km. Distancias en metros.
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La Figura 3 muestra que el nugget sugiere variacién micro-espacial/no observada
y posible error de medicion, el sill parcial indica la varianza estructural capturada
por el modelo, y el rango cercano a 16 km implica que la similitud espacial decae
hasta estabilizarse a esa escala intraurbana. Este comportamiento concuerda con
aplicaciones urbanas de la geoestadistica [1,7], justificando el uso de kriging con un
modelo esférico.

Kriging ordinario — precio estimado (USD)

price_pred

*57.5t069.9
*69.91t0 756
75610809
80910 87.2
87.2t0 98.3
*98.3t0121.4
*121.410 2232

0 5 10 15km

L‘i.;‘e.-:re. Inside Airbnb (2019). Elaboracién propia.

Figura 4. Superficie de precio estimado (USD) por kriging ordinario. Validacién: RMSE =
0.367, MAE = 0.250, R? = 0.339 (escala log).

La Figura 4 muestra que la superficie predicha reproduce picos de precio en centrali-
dades (especialmente Manhattan) y declives graduales hacia periferias. Las métricas
LOOCYV indican precisién moderada, razonable dada la heterogeneidad urbana y
la escala del fenémeno, y comparables a resultados reportados en estudios afines.
Este mapa es 1util para screening territorial y para la comunicacién con actores no
técnicos [1,2].

Eleccién y desempenio de modelos de regresion espacial (SAR/SEM/SARAR/SLX).

El anélisis de regresién sobre la variable transformada y = log(price) inicié con un
modelo OLS, el cual alcanzé un Rﬁj ~ 0.502. En este modelo, el tipo de habitacién
mostré un efecto claro: las room presentaron un coeficiente § ~ —0.771 y las
Shared room 3 ~ —1.164, lo que implica reducciones aproximadas del 54 % y 69 %
respectivamente en escala natural respecto a Entire home/apt. Asimismo, se observé
una prima sustancial para Manhattan, cercana al 75% respecto al Bronx. No
obstante, los residuales evidenciaron autocorrelacién espacial positiva significativa
(Moran p < 0.001), lo que contraviene el supuesto de independencia y sugiere la
necesidad de modelos que incorporen explicitamente la estructura espacial [9].

En consecuencia, se evaluaron modelos SAR, SEM y SARAR, seleccionando como
mas adecuado el modelo SARAR estimado mediante GMM (gstsls). Este presenté
un parametro de error espacial A & 0.454, estadisticamente significativo, y residuales
sin autocorrelacién (Moran I = —0.0047, p = 0.985), lo que indica que la dependencia
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espacial en los errores fue corregida de manera efectiva. Este ajuste, coherente con
la teorfa de econometria espacial [2,9], mejora la robustez de las estimaciones y la
validez de las inferencias.

Los resultados globales confirman que existe autocorrelacién espacial tanto a nivel
general como en forma de cldsteres locales, que la continuidad intraurbana de los
precios puede ser capturada de forma adecuada mediante un variograma esférico, y
que el kriging ofrece una superficie de prediccién interpretable con una precisién
moderada. La inclusién del modelo SARAR corrige la dependencia residual y refuerza
la relevancia de variables como room_type y neighbourhood_group en la formacién
de precios, respaldando metodologias que integran geoestadistica y econometria
espacial [1,2,9,10].

Tabla 1. Resumen de resultados clave del andlisis espacial y geoes-

tadistico

Componente Resultado principal

Moran global (log-precio) Autocorrelacién positiva significativa
(p < 0.001).

LISA (clasteres) High—High en Manhattan y zonas de Brooklyn;
Low—Low en Staten Island y sectores de Queens.

Variograma seleccionado Esférico; nugget 0.096; sill parcial 0.122; rango
=~ 15.97 km; SSE = 9.6e—38.

Kriging (CV, escala log) RMSE = 0.367; MAE = 0.250; R* = 0.339.

OLS (log-precio) Rij ~ 0.502; efectos fuertes de tipo de
habitacién y ubicacion.

SAR (STSLS) p no significativo al 5 %; residuales con
autocorrelacién.

SEM (GMM) X =0.438 (z = 25.3), 0 ~ 0.196.

SARAR (GMM) A &2 0.454; residuales sin autocorrelacién (Moran
I =~ —0.0047, p ~ 0.985).

Efectos ilustrativos Private room ~ —0.77, Shared room ~ —1.16,

Manhattan ~ 0.559, Brooklyn ~ 0.249 (en
log-precio).

Los resultados indican que existe una dependencia espacial significativa de los
precios, confirmada por Moran y LISA [5,10]. El variograma esférico captura de
forma adecuada la continuidad espacial a escala intraurbana [1,7], lo que respalda
la validez de su uso en este contexto. El kriging logra una superficie de prediccién
coherente con la distribucién observada, con un desempeno estadistico aceptable
para aplicaciones exploratorias y de apoyo a la toma de decisiones [1,2]. Finalmente,
los modelos SARAR corrigen eficazmente la dependencia residual, permitiendo
estimaciones mas precisas y confiables de los efectos de variables clave como el tipo
de habitacién y la localizacién [2,9].
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5. CONCLUSIONES

El presente estudio permitié responder de manera satisfactoria la pregunta central
sobre la existencia, magnitud y forma de la dependencia espacial en los precios de
alojamiento en Airbnb en la ciudad de Nueva York. Los resultados muestran, en
primer lugar, una autocorrelacién espacial positiva estadisticamente significativa,
confirmada por el indice de Moran global y el andlisis LISA [5,10], lo que valida la
hipotesis de que los precios no se distribuyen aleatoriamente en el espacio.

En segundo lugar, el anélisis geoestadistico mediante variograma esférico [1] evidencié
una continuidad espacial de los precios a una escala aproximada de 16 km, lo que
permitié aplicar kriging ordinario para generar una superficie de prediccién con un
nivel de detalle 1til para la interpretacion territorial y la comunicacién de resultados
a audiencias no técnicas.

Finalmente, el contraste con modelos de regresién espacial revel6 que la especificacién
SARAR estimada por GMM [9] fue la méas adecuada, al corregir eficazmente la
dependencia residual y proporcionar estimaciones méas robustas de los efectos de
variables clave como el tipo de habitacién y la localizacién. Este hallazgo refuerza la
relevancia de incorporar la dimensién espacial en el analisis de precios inmobiliarios
y turisticos para mejorar la precisién predictiva y sustentar decisiones estratégicas
en planificaciéon urbana y de mercado.

Como linea futura de investigacion, se sugiere ampliar el conjunto de covariables,
explorar modelos espacio-temporales y métodos no paramétricos, asi como técnicas
bayesianas y enfoques de machine learning espacial para capturar no linealidades
y efectos complejos [1]. También se recomienda replicar la metodologia en otras
ciudades con dinamicas de mercado diferenciadas, lo que permitiria evaluar la
transferibilidad y robustez del enfoque propuesto.
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TECNICAS DE REGULARIZACION EN EL DIAGNOSTICO DE
TDAH

THELMA FONSECA

RESUMEN. El Trastorno por Déficit de Atencién e Hiperactividad (TDAH)
es una condicién neuropsiquidtrica comin que presenta desafios diagnésticos
debido a la complejidad de sus sintomas. Este estudio aplica técnicas de re-
gresién penalizada, especificamente Lasso, junto con el algoritmo de k-vecinos
més cercanos (KNN), para analizar un conjunto de datos clinicos tabulares
relacionados con el TDAH. El objetivo es mejorar la identificacién de variables
clave asociadas al trastorno y construir modelos predictivos robustos que ayu-
den en el diagnéstico. Los resultados destacan la utilidad de la regularizacién
y de los métodos basados en la proximidad para la selecciéon de variables, la
clasificacién de los pacientes y el manejo del sobreajuste, contribuyendo asi a
la neurociencia clinica y demostrando la relevancia del andlisis de datos en la
salud mental.

ABSTRACT. Attention Deficit Hyperactivity Disorder (ADHD) is a common
neuropsychiatric condition that poses diagnostic challenges due to the com-
plexity of its symptoms. This study applies penalized regression techniques,
specifically Lasso, together with the k-nearest neighbors (KNN) algorithm, to
analyze a clinical tabular dataset related to ADHD. The objective is to impro-
ve the identification of key variables associated with the disorder and to build
robust predictive models that support diagnosis. The results highlight the use-
fulness of regularization and proximity-based methods for variable selection,
patient classification, and overfitting management, thereby contributing to cli-
nical neuroscience and demonstrating the relevance of data analysis in mental
health.

1. INTRODUCCION

El Trastorno por Déficit de Atencién e Hiperactividad (TDAH) es una condicién
neuropsiquiatrica prevalente en ninos y adolescentes que afecta significativamente
el rendimiento académico, social y emocional. A pesar de su alta incidencia, el
diagnostico clinico del TDAH enfrenta retos debido a la complejidad de sus sintomas
y la heterogeneidad en la presentacién clinica [2].

En este contexto, el analisis de datos neuropsicoldgicos y clinicos mediante técni-
cas estadisticas y de aprendizaje automatico ofrece una oportunidad para mejorar
la precisién diagndstica y la comprension de los factores asociados al trastorno. Sin
embargo, los conjuntos de datos disponibles suelen contener numerosas variables
con alta correlacion, lo que puede afectar la interpretabilidad y el rendimiento de
los modelos predictivos.

Fecha: Agosto 2025.
Palabras y frases clave. Regresién Lasso, K-vecinos més cercanos, Regularizacién, Seleccién
de modelos, TDAH.
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Para abordar este problema, este estudio emplea dos enfoques complementarios:
(i) métodos de regresién penalizada, especificamente Lasso [1], con el objetivo de
realizar seleccién de variables y reducir el sobreajuste, y (ii) el algoritmo de k-
vecinos mds cercanos (KNN), un modelo de clasificacién no paramétrico basado
en la proximidad de los datos. Esta comparacién permite evaluar las fortalezas y
limitaciones de cada técnica en el diagnéstico de TDAH, considerando tanto la
seleccion de variables relevantes como el desempeno predictivo.

El objetivo principal de esta investigacion es aplicar y comparar ambos métodos
en un conjunto de datos clinicos tabulares de pacientes con sospecha o diagnédstico de
TDAH, demostrando cémo las herramientas de analisis de datos pueden contribuir
a la neurociencia y a la préactica clinica. Ademas, este trabajo resalta la importancia
de las habilidades en anélisis de datos para la interpretacion de fenémenos complejos
en neuropsicologia, mostrando la sinergia entre estadistica avanzada, algoritmos de
aprendizaje automadtico y ciencia aplicada.

Los resultados esperados incluyen un modelo predictivo robusto, la identificacién
de variables clinicas clave mediante Lasso y una evaluacién comparativa con KNN;,
asi como una reflexién sobre las ventajas de integrar distintos métodos estadisti-
cos y de clasificacién en estudios neurocientificos. Este enfoque interdisciplinario
contribuye tanto al campo de la salud mental como al desarrollo profesional en
andlisis de datos, posicionando este estudio como un aporte relevante para inves-
tigadores y profesionales en ambos ambitos. Este tema se encuentra dentro de los
ejes prioritarios de investigacién de la Universidad Nacional Auténoma de Hondu-
ras (UNAH), especialmente en el eje estratégico de Salud Mental y Neurociencias,
y en la linea de accién de aplicacion de tecnologias estadisticas y computacionales
para el diagndstico clinico.

2. ANTECEDENTES

La regresién “Lasso” y el algoritmo “k-vecinos mds cercanos” (KNN) son técnicas
fundamentales en el andlisis estadistico y de aprendizaje automatico, empleadas
para mejorar la generalizacién, la seleccién de variables y la clasificacién de datos
complejos.

La regresion Lasso (“Least Absolute Shrinkage and Selection Operator”) fue pro-
puesta por Robert Tibshirani en 1996 como una solucién a la necesidad de realizar
simultdaneamente regularizacién y seleccién de variables. Mediante una penalizacion
{1, Lasso permite reducir a cero algunos coeficientes, simplificando los modelos y
facilitando su interpretacién. Esta propiedad ha demostrado ser especialmente ttil
en contextos de alta dimensionalidad, como la genémica o la neuroimagen [3]. Con
el tiempo, Lasso se consolidé como un pilar del aprendizaje estadistico, originando
variantes como el “Elastic Net”, que combina la penalizacién ¢; de Lasso con la /{5,
ofreciendo un mejor manejo de variables altamente correlacionadas [8].

El algoritmo KNN, por su parte, tiene sus raices en los anos 1950, cuando Evelyn
Fix y Joseph Hodges lo propusieron como un método no paramétrico de clasifica-
cién basado en la proximidad entre puntos de datos. En 1967, Thomas Cover y
Peter Hart formalizaron su aplicacién en problemas de reconocimiento de patro-
nes, demostrando que, con un nimero suficiente de datos, KNN puede aproximarse
al clasificador Bayesiano éptimo [14]. A diferencia de los métodos de regresion,
KNN no impone supuestos sobre la forma funcional de los datos, lo que le permite
adaptarse a distribuciones complejas y no lineales.
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Desde los afios 2000, Lasso ha sido extendido a modelos de clasificaciéon como
la regresién logistica penalizada con /1, siendo ampliamente utilizado en problemas
de respuesta categorica. Gracias a algoritmos computacionalmente eficientes, como
los métodos de coordenadas ciclicas, Lasso ha demostrado ser capaz de realizar
seleccion de variables incluso con datos de alta dimensionalidad, identificando solo
aquellas variables relevantes para la probabilidad de clase. Variantes como Elastic
Net han encontrado aplicaciones destacadas en neurociencia, particularmente en la
prediccién de diagndsticos clinicos a partir de imagenes cerebrales, clasificacion de
estados mentales y andlisis de conectividad funcional [8, 9].

De forma complementaria, KNN también ha evolucionado hacia aplicaciones
neurocientificas. Inicialmente utilizado como método de referencia en clasificacién
biomédica, ha sido empleado en tareas como la deteccién de patrones en senales
EEG, la identificacién de estados cognitivos mediante fMRI y la clasificacién de pa-
cientes con trastornos neurolégicos. Su naturaleza no paramétrica lo hace especial-
mente 1Util en conjuntos de datos clinicos y neuropsicolégicos, donde las relaciones
entre variables suelen ser no lineales y de alta complejidad [14].

En las dltimas décadas, ambas metodologias han ganado relevancia en neuro-
ciencia, un campo caracterizado por el aumento exponencial en la cantidad y com-
plejidad de datos, como en estudios de resonancia magnética funcional (fMRI),
electroencefalografia (EEG) o andlisis de conectividad cerebral. La regresién Lasso
ha sido utilizada para identificar regiones cerebrales clave en tareas cognitivas y
emocionales, asi como para la bisqueda de biomarcadores predictivos en trastor-
nos neurolégicos como el TDAH, el autismo o el Alzheimer. KNN, por su parte, se
mantiene como un clasificador sencillo pero eficaz, sirviendo como referencia para
validar modelos més sofisticados como SVM o redes neuronales.

Actualmente, los modelos de regularizacién se integran con otras técnicas de
aprendizaje automatico como SVM, redes neuronales y métodos de ensamble para
mejorar el diagndstico automatizado, la prediccién de la progresion clinica y la
segmentacion de estructuras cerebrales. Variantes como Elastic Net o Group Lasso
permiten, ademas, incorporar estructuras jerarquicas o espaciales caracteristicas de
los datos cerebrales.

La combinacién de Lasso y KNN ha fortalecido el andlisis neurocientifico, ofre-
ciendo enfoques complementarios para la seleccién de variables y la clasificacién de
patrones cerebrales. Lasso aporta interpretabilidad y reduccién de dimensionalidad
al identificar biomarcadores relevantes, mientras que KNN brinda una clasificacion
flexible y no paramétrica basada en proximidad. En conjunto, estas técnicas impul-
san el desarrollo de una neurociencia computacional predictiva, capaz de vincular
datos cerebrales con conductas, sintomas clinicos o estados cognitivos de forma pre-
cisa, robusta y reproducible. Este panorama justifica la eleccién de Lasso y KNN
como técnicas centrales en el presente trabajo.

3. MODELADO DEL PROBLEMA DE REGRESION Y REGULARIZACION LASSO

Para comenzar con los fundamentos del problema de regresién, es esencial com-
prender el contexto clinico en el que se enmarca esta investigacion. El Trastorno
por Déficit de Atencién e Hiperactividad (TDAH) es una condicién neurobioldgica
del desarrollo que se manifiesta a través de sintomas como inatencién, hiperacti-
vidad e impulsividad. Aunque suele diagnosticarse en la infancia, también persiste
en la adultez, afectando el desempeno académico, laboral y social. Su diagnéstico,
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especialmente en adultos, puede ser complejo debido a la diversidad de sintomas y
la presencia de trastornos comdérbidos [2].

Ante esta dificultad diagnéstica, las herramientas de la estadistica y la ciencia
de datos se presentan como un apoyo valioso. En particular, esta investigacién se
enfoca en los fundamentos del problema de regresién, utilizando técnicas como la
regresion logistica penalizada con Lasso [1]. Esta metodologia nos permite modelar
la probabilidad de que un individuo presente TDAH a partir de un conjunto de
variables predictoras, facilitando la identificacién de factores clave y mejorando la
precision del diagnédstico.

3.1. Fundamentos del Problema de Regresion.

La regresion lineal es una de las técnicas més utilizadas en estadistica y aprendi-
zaje automatico supervisado. Su objetivo central es modelar la relacién entre una
variable de salida (respuesta) Y y un conjunto de variables de entrada (predicto-
ras) X1, Xo,..., X, a fin de predecir o inferir el comportamiento de Y a partir de
nuevas observaciones de X [1].

El modelo més bésico asume una relacién lineal entre la variable respuesta y los
predictores, y se expresa de la siguiente forma:

Y =80+ 5 X1+ o Xo+ -+ Bp X, +€

donde ¢ representa el término de error aleatorio, el cual se asume con distribucién
normal de media cero y varianza constante, es decir, &; ~ N(0, 02).

Para cada observacién i en el conjunto de datos, el modelo se escribe explicita-
mente como:

yi = Bo + Brzin + Bozio + - - + Bpzip + €5

El modelo se ajusta generalmente mediante el método de minimos cuadrados, el
cual consiste en encontrar los coeficientes 3y, 81, ..., 3p que minimizan la suma de
los errores cuadrados entre los valores observados y los predichos por el modelo.

El método de minimos cuadrados es una técnica fundamental para estimar los
pardmetros de un modelo lineal. Su propésito aqu i es encontrar la combinacién de
coeficientes que minimice la discrepancia entre los valores observados y los valores
predichos por el modelo [1].

Supongamos un conjunto de datos de n observaciones (z;,y;), donde se de-
sea modelar la relaciéon entre la variable respuesta y y las variables predictoras
Z1,Z2,...,%, mediante el siguiente modelo lineal:

Ui = Bo + frzi1 + Paxio + - + BpTip

El método de minimos cuadrados busca los valores de o, 31, ..., 8, que mini-
micen la suma de los errores cuadrados entre los valores reales y; y los predichos

Yi:

2
n n

P
Suma de errores cuadrados = Z(yz — Qi)z = Z yi — Bo — Zﬁjffij
j=1

i=1 i=1
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La regresion lineal tiene varias ventajas que la hacen muy util. Es ficil de aplicar
y de interpretar, ya que nos permite entender cémo cada variable afecta el resultado.
También es rédpida desde el punto de vista computacional, y si se cumplen ciertas
condiciones como la linealidad o la independencia, sus estimaciones son bastante
confiables. Por eso se usa mucho, sobre todo como primer paso cuando se estda
explorando un conjunto de datos o se quiere hacer una prediccién sencilla [1].

Pero también tiene sus limitaciones. Por ejemplo, asume que la relacion entre las
variables es lineal, lo que no siempre ocurre en la practica. Ademads, si hay valores
atipicos, estos pueden afectar mucho los resultados. Otra dificultad es cuando las
variables estan correlacionadas entre si, ya que eso puede hacer que los coeficientes
sean inestables. Y si hay muchas variables en comparacion con el niimero de datos,
el modelo puede ajustarse demasiado y no funcionar bien con nuevos datos [1].

La Regresion logistica penalizada es una técnica utilizada para modelar una
variable de respuesta binaria Y € {0,1} en funcién de un conjunto de variables
predictoras X1, Xa,...,Xp. A diferencia de la regresién lineal, esta técnica utiliza
la funcidn logistica para garantizar que las predicciones se encuentren en el intervalo
[0, 1], correspondiente a probabilidades [1]:

BotB1 X1+ 46, X,
1 —+ 650+51X1+‘“+5pxy
A continuacién se muestra una comparacion visual entre la regresion lineal y la

regresion logistica, que ilustra cémo difieren en su comportamiento frente a variables
predictoras continuas:

p(X)=Pr(Y =1]X) =

Probability of Default
02 04 06 08 10
Probability of Default

00 02 04 06 08 10

0.0

T T T T T T T T T
0 500 1000 1500 2000 2500 0 500 1000 1500 2000 2500

Balance Balance
FicUurA 1. Comparacion entre regresion lineal y regresion logisti-
ca. La regresion lineal puede predecir cualquier valor real, mientras

que la logistica produce probabilidades entre 0 y 1 mediante una
curva sigmoide [1].

Sin embargo, cuando el nimero de predictores p es grande o existe multicolinea-
lidad entre ellos, la estimacién por maxima verosimilitud puede volverse inestable
o poco interpretable. Para abordar estos problemas, se incorpora un término de pe-
nalizacién a la funcién objetivo, lo que da lugar a la regresion logistica penalizada.

Una forma comun de penalizacién es Lasso, el cual afiade una penalizacién ba-
sada en la norma ¢; de los coeficientes:

Coen(B) = £(B) = A D _ 1851

donde A > 0 es el pardmetro de regularizacién que controla la magnitud de la
penalizacién. Este término fuerza a algunos coeficientes a ser exactamente cero,
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realizando asi una seleccion automatica de variables, Lasso puede generar modelos
mas parciales y ficiles de interpretar al eliminar predictores irrelevantes del modelo
[1].

Ademsds, desde una perspectiva bayesiana, Lasso equivale a asumir una distri-
bucién a priori de tipo Laplace (doblemente exponencial) para los coeficientes del
modelo, lo cual favorece soluciones dispersas o esparsas [3].Esta técnica es particu-
larmente 1til en contextos donde se desea mejorar la interpretabilidad del modelo,
controlar el sobreajuste, o cuando el numero de predictores supera al nimero de
observaciones (p > n).

El método Lasso, propuesto por Tibshirani en 1996, es una técnica de regulariza-
cién utilizada para mejorar la precision predictiva de los modelos lineales y reducir
su complejidad al penalizar los coeficientes de regresién. A diferencia de la regresién
ordinaria por minimos cuadrados, Lasso introduce una penalizaciéon basada en la
norma {1 de los coeficientes, lo que favorece soluciones dispersas, en las que algunos
coeficientes pueden ser exactamente cero [3].

Definition 3.1. En el caso de un modelo de regresién lineal con predictores
X1,Xs,...,X,, el modelo Lasso busca los coeficientes 3 que minimicen la siguiente
funcién objetivo:

2
n

p p
%m’g E vi — Bo — E Biri; | + A E 1351
0, N . R
% j=1 j=1

=1

donde A > 0 es un pardmetro de regularizacién que controla la magnitud de la
penalizacién. Para valores grandes de A, el modelo tiende a hacer cero muchos coefi-
cientes 3;, lo que equivale a eliminar las variables correspondientes del modelo. Esta
propiedad convierte al Lasso en una herramienta 1til no solo para la regularizacién,
sino también para la seleccién automaética de variables [1].

Desde un enfoque estadistico, el método Lasso presenta propiedades fundamenta-
les que explican su popularidad y utilidad en contextos de alta dimensién. Primero,
destaca su capacidad para realizar seleccién de variables de manera consistente.
Bajo ciertas condiciones tedricas, como la condicién de irrepresentabilidad o la in-
coherencia de senales, Lasso es capaz de identificar correctamente el conjunto de
variables verdaderamente relevantes cuando el tamano de la muestra es suficiente-
mente grande. Esta propiedad es crucial en investigaciones donde no solo se busca
predecir, sino también comprender la estructura subyacente de los datos [3].

Una segunda propiedad importante es su tendencia a generar soluciones espar-
sas, es decir, modelos en los que muchos coeficientes estimados son exactamente
cero. Esto es resultado directo de la penalizacién basada en la norma ¢;, que favo-
rece coeficientes pequenos y tiende a eliminar aquellos predictores que no aportan
significativamente a la variable respuesta. Esta caracteristica permite simplificar el
modelo sin perder precisién predictiva.

Ademas, el Lasso introduce un sesgo deliberado en la estimacién de los coefi-
cientes, lo que a su vez permite una reduccion significativa de la varianza. Esta
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reduccién en la varianza mejora la capacidad de generalizacién del modelo frente a
nuevos datos, particularmente cuando se trabaja con muestras pequenas o conjun-
tos de datos ruidosos [3].

Sin embargo, esta técnica también tiene limitaciones. Una de ellas es su inesta-
bilidad ante la presencia de predictores altamente correlacionados. En tales casos,
Lasso tiende a seleccionar solo una de las variables correlacionadas y a eliminar
las demés, lo cual puede llevar a modelos inestables si pequenas variaciones en los
datos generan cambios en las variables seleccionadas. Para resolver esta situacion,
una alternativa recomendable es el uso del método Elastic Net, que combina pena-
lizaciones ¢ y £3[8].

Por 1ltimo, desde una perspectiva bayesiana, Lasso puede interpretarse como
un modelo en el que se impone una distribucién a priori de tipo Laplace (también
conocida como doblemente exponencial) sobre los coeficientes del modelo. Esta su-
posicién refleja la creencia de que muchos coeficientes son cero o muy cercanos a
cero, favoreciendo asi la construccién de modelos méas parsimoniosos y faciles de
interpretar [3].

Estas propiedades convierten al Lasso en una herramienta poderosa para abordar
problemas donde se busca no solo predecir con precision, sino también entender qué
variables tienen mayor relevancia dentro del fenémeno estudiado.

A diferencia de k-Vecinos Mas Cercanos, que es un método no paramétrico ba-
sado en la proximidad entre las observaciones y no ajusta coeficientes 3;, Lasso es
un modelo paramétrico que utiliza una penalizacién basada en la norma ¢1, lo que
le permite anular algunos coeficientes completamente [1]. La siguiente tabla resume
las diferencias clave:

Método Enfoque [ Realiza seleccion de variables?
KNN | Basado en distancias entre observaciones No
Lasso Penalizacién A} |5;] Si

CuADRO 1. Comparacion entre KNN y Lasso.

La prediccion en KNN se realiza a partir de los k vecinos mas cercanos de una
observacion xg, calculados mediante la distancia euclidianas:

donde z; € RP representa cada observacion del conjunto de datos. En problemas de
clasificacién, la clase predicha es:

C(xy) = arg max Z 1(y; = ¢),
°SC N (o)
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mientras que en regresion se utiliza el promedio:

f(xo):% Z Yi-

€N (0)

Pz

By ."» .

Ficgura 2. Comparacién conceptual entre Lasso y KNN. Lasso
ajusta un modelo lineal con regularizacion, mientras que KNN basa
su prediccién en los puntos de entrenamiento més cercanos [1].

Aunque Lasso fue desarrollado inicialmente para regresion lineal, puede exten-
derse a otros modelos como la regresion logistica. En este caso, se penaliza la funcién
de log-verosimilitud en lugar del error cuadratico:

loen(B) = €(B) — AZ 18]

Este tipo de penalizacién es ttil en contextos de alta dimensién (p > n) co-
mo en neurociencia o genética, ya que permite construir modelos més simples,
interpretables y con mejor capacidad de generalizacién [1]. Lasso puede realizar
simultdneamente ajuste del modelo y seleccién de predictores, siendo una herra-
mienta poderosa en problemas donde se necesita entender qué variables son mas
relevantes para la respuesta.

El pardmetro de regularizacién A juega un rol fundamental en el rendimiento del
modelo Lasso, ya que controla el grado de penalizacion aplicado a los coeficientes.
Elegir un valor de A demasiado grande puede llevar a un modelo subajustado,
mientras que un valor muy pequeno puede resultar en sobreajuste. Para seleccionar
un valor 6ptimo de A, se utiliza comtunmente el método de validacién cruzada k-fold
[1, 12].

Este procedimiento consiste en dividir el conjunto de datos en k subconjuntos
(o folds) de tamano similar. El modelo se entrena k veces, cada vez utilizando
k — 1 subconjuntos como datos de entrenamiento y el restante como conjunto de
validacién. Para cada valor candidato de A, se calcula un error promedio sobre las k
iteraciones, y se selecciona el valor que minimiza dicho error. Este enfoque no solo
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permite encontrar el A que mejor generaliza a datos no vistos, sino que también
reduce el riesgo de seleccionar un modelo inestable [1, 12].

En la practica, este proceso se implementa generando una secuencia de valores
de A, ajustando el modelo para cada uno y evaluando su rendimiento mediante
una métrica como el error cuadratico medio. El valor de A asociado al menor error
promedio se considera 6ptimo y se utiliza para construir el modelo final. Esta técni-
ca es especialmente 1til en contextos con alta dimensionalidad o cuando se desea
maximizar la capacidad de generalizacion del modelo.

El Trastorno por Déficit de Atencién e Hiperactividad (TDAH) es una condicién
neuropsiquiatrica que afecta tanto a ninos como a adultos, caracterizandose por
sintomas persistentes de inatencién, impulsividad e hiperactividad. En el ambito
clinico, el diagnéstico del TDAH representa un desafio debido a la heterogeneidad
de sus manifestaciones y la frecuente coexistencia con otros trastornos del neurode-
sarrollo o del estado de d4nimo. En consecuencia, los métodos tradicionales basados
Unicamente en observaciones clinicas y entrevistas pueden resultar insuficientes para
capturar la complejidad del cuadro [11].

Frente a este escenario, el uso de herramientas estadisticas y de aprendizaje
automaético ha ganado relevancia, permitiendo integrar multiples fuentes de datos
—como escalas psicométricas, registros neuropsicolégicos, patrones de actividad ce-
rebral, variables demograficas o datos provenientes de sensores portatiles— con el
objetivo de construir modelos predictivos més robustos. En este contexto, la re-
gresion penalizada mediante el método Lasso ha demostrado ser una alternativa
particularmente valiosa [4, 2].

Una de las principales ventajas del uso de Lasso radica en su capacidad para
realizar simultdneamente la seleccién de variables y la estimacion de parametros.
Esto resulta crucial en el andlisis de datos clinicos de TDAH, donde se dispone de
un gran numero de posibles predictores pero un tamano de muestra relativamen-
te pequeno. Lasso permite identificar un subconjunto reducido de caracteristicas
relevantes que contribuyen significativamente a la prediccién del diagnéstico, favo-
reciendo modelos més parcimoniosos y clinicamente interpretables [2].

Ademas, la esparsidad inducida por la penalizacion ¢; facilita la eliminacion au-
tomédtica de variables irrelevantes o redundantes, lo que mejora la generalizacién
del modelo y reduce el riesgo de sobreajuste. Esto es especialmente importante
cuando se trabaja con biomarcadores fisiolégicos o variables derivadas de registros
de actividad cerebral, como los datos de electroencefalografia (EEG) o imégenes
por resonancia magnética funcional (fMRI), que suelen tener alta dimensionalidad
y correlacién entre predictores [13, 4].

Estudios recientes han empleado el método Lasso para discriminar entre pacien-
tes con TDAH y grupos control, alcanzando desempefios competitivos en términos
de sensibilidad y especificidad. Por ejemplo, se ha utilizado para extraer caracteristi-
cas relevantes a partir de la senal EEG en nifios con TDAH, obteniendo modelos con
un numero reducido de variables pero gran capacidad de clasificacion. Asimismo,
en investigaciones con adultos, Lasso ha sido empleado para evaluar la importancia
relativa de escalas como el ASRS, el WURS y diversas pruebas neurocognitivas en
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la prediccién del diagndstico [13].

En conjunto, el enfoque Lasso representa una contribucién significativa al anali-
sis moderno de datos clinicos en TDAH, al permitir el desarrollo de modelos pre-
dictivos eficientes, estables e interpretables que integran multiples dimensiones de
informacién del paciente.

3.2. Ejemplo ilustrativo de Regresiéon Logistica Penalizada con Lasso.
Para ilustrar el funcionamiento del método Lasso en el contexto de una variable res-
puesta binaria, se generaron datos simulados con n = 100 observaciones y p = 10
variables predictoras. Sélo cinco variables (X, X3, X7, Xg, X10) tienen un efecto
real sobre la probabilidad de la respuesta, modelada mediante la funcién logistica.

Se ajust6 un modelo de regresion logistica penalizada con Lasso utilizando valida-
cién cruzada k-fold para seleccionar el pardmetro de regularizacién A que minimiza
el error de validacién.

Con el A éptimo seleccionado, los coeficientes estimados se muestran a continua-
cién. El método Lasso realiza una seleccion automatica de variables, anulando los
coeficientes de aquellas que no contribuyen significativamente al modelo:

La siguiente tabla muestra los coeficientes estimados por el modelo Lasso para las
10 variables predictoras en el ejemplo simulado. Se observa que Lasso ha asignado
coeficientes diferentes de cero tnicamente a las variables relevantes X, X3 , X7 ,
Xg vy X710 mientras que el resto tienen coeficientes exactamente cero, demostrando
su capacidad de selecciéon automaética:

Variable | Coeficiente Lasso
X1 0.97668711
X2 0.00000000
X3 -0.57879004
X4 0.00000000
X5 0.00000000
X6 0.00000000
X7 -0.13923859
X8 0.00000000
X9 0.72668586

X10 0.02977117

CuAaDRO 2. Coeficientes estimados por el modelo Lasso. Las va-
riables con coeficiente cero fueron eliminadas durante el proceso de
regularizacién.

Esta tabla ilustra claramente cémo el método Lasso consigue reducir la comple-
jidad del modelo, manteniendo solo las variables mas relevantes para la prediccién.
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FicuraA 3. Curva de validacién cruzada para Lasso. El valor de A
que minimiza el error se selecciona para ajustar el modelo final.

Este ejemplo demuestra como Lasso permite construir modelos parsimoniosos y
con buena capacidad predictiva, especialmente ttiles en problemas con alta dimen-
sionalidad y cuando se busca interpretar qué variables son més relevantes.

Después de haber explicado los aspectos tedéricos y metodolégicos de esta in-
vestigacién, en esta parte se presentan los experimentos realizados para evaluar el
rendimiento del modelo de regresién Lasso en el diagndstico de TDAH. Aqui se
explica cémo se preparon los datos, qué criterios se utilizaron para la validacién del
modelo y qué métricas se tomaron en cuenta para analizar los resultados.El objetivo
es presentar de manera clara la aplicacién del modelo y evaluar su desempeno frente
al algoritmo de k vecinos més cercanos (KNN), considerando métricas de precisién
y su aplicabilidad en contextos reales.

3.3. Descripcién de Datos.

Los resultados de esta seccién estdn basados en [13]. En esta investigacién se
empled el conjunto de datos HYPERAKTIV, disponible ptblicamente en la plata-
forma Kaggle. Este dataset estd conformado por varios archivos en formato .xlsx,
organizados en directorios que contienen informacién sobre actividad motora, fre-
cuencia cardiaca, respuestas neuropsicolégicas y variables clinicas relacionadas con
el diagndstico de TDAH en adultos.

La muestra incluyé 103 participantes: 51 con diagnéstico de TDAH y 52 que ac-
tuaron como controles clinicos. Las variables recopiladas abarcan sexo, edad agru-
pada, sintomas clinicos (ASRS, WURS, MADRS, HADS), presencia de trastornos
comoérbidos (como ansiedad o depresion) y condicién de medicacién. Asimismo, se
integraron resultados del test neuropsicoldgico computarizado CPT-II y registros
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de setiales fisiolégicas obtenidas mediante dispositivos de muieca (actigraffa) y de
pecho (ECG).

Para su analisis, se integraron distintos archivos Excel en un tinico dataset com-
binado, que qued6 conformado por 85 observaciones y 759 variables. La variable
objetivo indica si una persona presenta o no TDAH (1 para diagndstico positivo, 0
para negativo). Entre las variables predictoras més relevantes se encuentran pun-
tuaciones en escalas como WURS y ASRS, asi como caracteristicas demograficas y
clinicas.

Antes de entrenar el modelo de regresién Lasso, se aplicé un proceso de preproce-
samiento que incluyo la eliminacién de valores faltantes, la codificacién de variables
categoricas cuando fue necesario, y la normalizacién de las variables para asegurar
un entrenamiento mas robusto y preciso.

Este conjunto de datos resulta especialmente valioso porque combina medidas
objetivas (como la actividad fisica y la variabilidad de la frecuencia cardiaca) con
evaluaciones clinicas subjetivas, lo que abre la posibilidad de explorar enfoques
automaticos més precisos en el diagnéstico del TDAH.

Dado que el conjunto de datos HYPERAKTIV estd distribuido en varios ar-
chivos .xlsx correspondientes a distintas fuentes de informacién (actividad motora,
frecuencia cardfaca, datos clinicos, pruebas neuropsicolégicas, etc.), fue necesario
realizar un proceso de integracién para crear una sola base de datos unificada. Pa-
ra ello, se utilizé la ID tnica de cada participante como clave principal para unir
los diferentes archivos, asegurando que toda la informacién correspondiente a un
mismo paciente quedara correctamente asociada.

Durante este proceso también se llevé a cabo una etapa de limpieza de datos,
en la que se manejaron los valores faltantes. Para las variables numéricas, se opté
por rellenar los datos faltantes utilizando la media de cada variable. Esta técnica
permitié mantener el tamano de la muestra sin introducir sesgos extremos. Adems4s,
se eliminaron columnas irrelevantes o redundantes y se estandarizaron nombres de
variables para facilitar su uso posterior.

Como resultado, se obtuvo un tnico dataset consolidado, limpio y listo para su
analisis, el cual sirvié como base para la aplicacién de los modelos de aprendizaje
automadtico, en particular la regresién Lasso.

A continuacién se describirdn algunas de las variables que estdn contenidas en
el dataset , y que importancia tienen para la predicciéon del TDAH.

Entre las variables més relevantes se encuentran: el diagndstico final (ADHD), es-
calas clinicas como WURS y ASRS, evaluaciones de ansiedad y depresiéon (MADRS,
HADS), variables demograficas como edad y sexo, y los resultados del test CPT-II.

Ademas, el dataset incluye numerosas variables generadas automaticamente a
partir de los registros de actividad motora (ACC). Estas variables provienen de
transformaciones estadisticas y espectrales, como la Transformada Réapida de Fou-
rier (FFT), y reflejan patrones ciclicos, variaciones de intensidad y dindmicas del
movimiento a lo largo del tiempo.

Dado que el dataset final contenia 759 variables, muchas de ellas altamente co-
rrelacionadas, se utilizé regresion Lasso para realizar una seleccion automatica de
las variables mas informativas y reducir el riesgo de sobreajuste en los modelos
predictivos.
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El método Lasso es una técnica de regresion regularizada que permite realizar
seleccién de variables y reduccién de la complejidad del modelo , siendo 1til espe-
cificamente cuando se trabaja con un numero elevado de predictores. Este enfoque
incorpora un término de penalizacion en la estimacion de los coeficientes , el cual
consiste en la suma de los valores absolutos de dichos coeficientes:

n

2
p b
min Dolvi—Bo—=Y Biwi | +AD_ 15l
> j=1

i=1 j=1

donde:

= y; es la respuesta observada para la i.

» z;; El valor de la variable j en la observacién 1.

B; el coeficiente asociado a la variable predictora x;;.

= [y el término independiente o intercepto del modelo.

= 1 numero total de observaciones en el conjunto de datos.

= p nimero total de variables predictoras.

= )\ Pardmetro de regularizacion que controla la fuerza de la penalizacion sobre
los coeficientes.

3.4. Preparacién de datos. El conjunto de datos utilizado consta de 85 ob-
servaciones, divididas en dos subconjuntos: 80 % para entrenamiento y 20 % para
prueba. Esta divisién se realizé con el objetivo de evaluar la capacidad de genera-
lizacion de los modelos.

Se emplearon variables predictoras relacionadas con la sintomatologia de TDAH,
y la variable respuesta (y) es binaria, donde:

= y = 1: participante con diagnéstico de TDAH.
= y = 0: participante sin diagndstico de TDAH.

Para la fase de modelado se utiliz6 la regresién Lasso, una técnica de regulari-
zacion que incorpora una penalizacion L en la estimacion de los coeficientes. La
formulacién matematica es:

2

p P
g;l'l/f@l Z yi—ﬂo—ZBjxij +>\Z\/Bj| )
k) J:1

i=1 j=1

donde A es el parametro de regularizacion que controla la magnitud de la penali-
zacion. Este método no solo mejora la generalizaciéon del modelo, sino que también
permite la seleccién de variables al forzar a ciertos coeficientes 3; a ser exactamente
cero.

El valor 6ptimo de A se determiné utilizando validacién cruzada k-fold, mediante
la funcién cv.glmnet en R. La Figura 4 muestra la curva de validacién cruzada,
mientras que la Figura 4 presenta la evolucién de los coeficientes en funcién de

log(A).
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FIGURA 4. Curva de validacién cruzada para seleccion de A Y
Evolucion de los coeficientes con regularizacién Lasso.

En las Tabla 3.4 y Tabla 3.4 se presentan las variables seleccionadas por el modelo
Lasso, junto con una breve descripcion y el signo del coeficiente estimado, lo que
permite interpretar su relaciéon con la variable respuesta.

Variable Descripciéon Signo
BIPOLAR Sintomas asociados al trastorno bipolar. —
ANXIETY Indice o escala de ansiedad. -
WURS Wender Utah Rating Scale (TDAH en infancia). +
ASRS Adult ADHD Self-Report Scale (TDAH en adultos). +
HADS D  Subescala de depresién (HADS). —
CUADRO 3. Variables clinicas y psicométricas seleccionadas por Lasso.

Variable Descripcién Signo
ACC__number_peaks_n_50 Nimero de picos en —
la senal (ventanas
de tamano 50).
ACC__ar_coefficient__coeff 4_k_10 Coeficiente 4 de un —
modelo autorregre-
sivo (orden 10).
ACC__cwt_coefficients__coeff 9_w_2__widths_.2..5..10..20. Coeficiente 9 de la +
Transformada Wa-
velet Continua.

ACC__fft_coefficient__attr_.real.__coeff_21 Parte real del coefi- +
ciente 21 de la FFT.

ACC_Aft_coefficient __attr_.angle.__coeff_30 Fase del coeficiente —
30 de la FFT.

CUADRO 4. Variables de series temporales (ACC__).

3.5. Evaluacién del Modelo. Se evalué el modelo Lasso utilizando el conjunto
de prueba, considerando las métricas: Accuracy, Sensibilidad (Recall), Especificidad
y el drea bajo la curva ROC (AUC).

La Figura 5 presenta la curva ROC obtenida, mientras que la Figura 5 muestra
la curva Precision-Recall (PRC).
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Curva ROC — Modelo Lasso (AUC = 0.8 ) Curva Precision-Recall (AUPRC = 0.348 )
AUC = 0.3481868

0.8

1 1
Precision
0.0 0.4
I I |

Sensitivity
00 02 04 06 08 1.0

T T T T T 0.0 02 04 0.6 08 1.0
-05 0.0 05 1.0 15

1 - Specificity Recall

Figura 5. Curva ROC con AUC del modelo Lasso y Curva
Precision-Recall con AUPRC.

La matriz de confusién obtenida para el conjunto de prueba fue:

Referencia | Total

Prediccion | 0 1
0 8 3 11
1 2 7 9

Total 10 10 20
CUADRO 5. Matriz de confusion del modelo Lasso.

Métricas de evaluacion:

= Accuracy: 0.75 (IC 95 %: 0.509 — 0.9134).
= Kappa: 0.50.

= Sensibilidad (TPR): 0.70.

» Especificidad (TNR): 0.80.

= Valor predictivo positivo (PPV): 0.7778.

= Valor predictivo negativo (NPV): 0.7273.
= Balanced Accuracy: 0.75.

= Prueba de McNemar: p = 1.00000.

Para contrastar el rendimiento del modelo Lasso, se utilizé el algoritmo de K-
vecinos més cercanos (KNN). Este método asigna la clase de una observacién de
prueba en funcién de las k observaciones de entrenamiento méas cercanas (en térmi-
nos de una métrica de distancia, comtinmente Euclidiana). Formalmente, para un
punto z, la prediccién se define como:

jlo) =arg mix S 1y = o),
donde Nj(z) es el conjunto de los k vecinos més cercanos de z.

3.6. Resultados del modelo K-Vecinos Més Cercanos (KNN). Se imple-
menté un modelo KNN con k£ = 8 vecinos, utilizando las mismas variables predic-
toras y division de datos que en el modelo Lasso.

La matriz de confusién para el conjunto de prueba es:
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Referencia | Total

Prediccion | 0 1
0 4 2 6
1 6 8 14

Total 10 10 20
CUADRO 6. Matriz de confusién del modelo KNN con k£ = 8.

Las métricas de evaluacién calculadas para KNN fueron:
= Accuracy: 0.6 (IC 95 %: 0.509 — 0.9134).
» Sensibilidad (Recall): 0.9000.
= Especificidad: 0.6000.
= Valor predictivo positivo (PPV): 0.6923
= Valor predictivo negativo (NPV): 0.8571
= Balanced Accuracy: 0.7500
= Prueba de Mcnemar’s: 0.37109

Las curvas ROC y Precision-Recall se presentan en la Figura 7, respectivamente.

Curva ROC - KNN (AUC =0.7) Curva Precision-Recall - KNN (AUPRC = 0.62)
S AUC = 0.6198676

Sensitivity
0.4 0.6
Precision

I

0.2
I

00 02 04 06 08 1.0

0.0

T T T 0.0 02 0.4 0.6 038 1.0
1.0 05 0.0

Specificity Recall

FigurA 6. Curva ROC del modelo KNN y curva Precision-Recall
del modelo KNN.

Se compararon las métricas de ambos modelos (Lasso vs. KNN) y sus respectivas
curvas ROC, como se muestra en la Figura 7.

Curva ROC - KNN (AUC = 0.7)

1.0

Curva ROC - Modelo Lasso (AUC =0.8)

0.8

Sensitivity
00 02 04 06 08 10
1 1
Sensitivity
04 06

T T T T T T T T
-0.5 0.0 05 1.0 15 1.0 05 0.0
1 - Specificity Specificity

FigurA 7. Comparaciéon de las curvas ROC de ambos modelos.

3.7. Discusion. Los resultados obtenidos en este estudio permiten realizar una
reflexién critica sobre el uso de técnicas de aprendizaje automéatico para el diagnésti-
co del Trastorno por Déficit de Atencién e Hiperactividad (TDAH), especificamente
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mediante los modelos Lasso y K-vecinos més cercanos (KNN). Ambos enfoques de-
mostraron ser validos para el analisis del conjunto de datos clinicos utilizado, aunque
con diferencias importantes en cuanto a interpretabilidad, precision y aplicabilidad
clinica.

El modelo de regresién Lasso logré un desempeno equilibrado entre sensibilidad
(0.70) y especificidad (0.80), ademds de un area bajo la curva ROC (AUC) de 0.80.
Este rendimiento, combinado con su capacidad de realizar seleccién automatica
de variables, lo convierte en una herramienta ideal para entornos clinicos donde es
esencial comprender cuéles variables influyen en el diagndstico. En particular, Lasso
permitié identificar variables psicométricas clave como WURS, ASRS y HADS-D,
asi como caracteristicas fisioldgicas derivadas de transformaciones espectrales (FFT,
CWT), lo que respalda el enfoque multimodal para el diagnéstico del TDAH.

En contraste, el algoritmo KNN obtuvo una mayor sensibilidad (0.90), lo que
indica una mayor capacidad para detectar correctamente a los pacientes con TDAH.
Sin embargo, su especificidad fue menor (0.60), lo que implica un mayor nimero
de falsos positivos. Esta diferencia resalta el caracter no paramétrico y flexible de
KNN, pero también sus limitaciones en términos de interpretabilidad, dado que no
ofrece informacién directa sobre la importancia relativa de las variables utilizadas.

La comparaciéon entre ambos modelos sugiere que Lasso es més apropiado cuan-
do se requiere un modelo explicativo que facilite la toma de decisiones clinicas,
mientras que KNN podria ser ttil como herramienta auxiliar en tareas de deteccién
temprana, donde se priorice la sensibilidad sobre la especificidad. La integracién de
ambos enfoques podria ofrecer beneficios complementarios, combinando la solidez
interpretativa de Lasso con la flexibilidad predictiva de KNN.

Ademas, la efectividad de Lasso para reducir el nimero de predictores y evitar
el sobreajuste resulta especialmente relevante en contextos clinicos con datos de
alta dimensionalidad y tamano muestral limitado, como ocurre frecuentemente en
estudios de salud mental. Este resultado es coherente con investigaciones previas que
destacan la utilidad del Lasso en neurociencia computacional y psiquiatria clinica.

En conjunto, los hallazgos de este estudio evidencian el potencial de las técni-
cas estadisticas penalizadas y de clasificacion no paramétrica para contribuir al
diagnéstico del TDAH desde un enfoque basado en datos. Esta aproximacién no
solo mejora el rendimiento predictivo, sino que también promueve una medicina
mas cuantitativa, reproducible e interpretable.

4. CONCLUSIONES

1. La regresién Lasso permitié una seleccién automaética y efectiva de varia-
bles relevantes, mejorando la interpretabilidad del modelo y reduciendo el
sobreajuste en un conjunto de datos altamente dimensional.

2. El modelo Lasso mostré un desempeno robusto (AUC = 0.80, precisién =
75 %), mientras que KNN destacé por su alta sensibilidad (90 %), aunque
con menor especificidad. Esta comparacién resalta la necesidad de elegir el
modelo segtin el objetivo clinico.

3. Lasso facilit6 la construccién de un modelo mas transparente, identificando
variables clave para el diagnéstico de TDAH, lo cual es esencial en contextos
clinicos donde la explicabilidad es crucial.
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11.
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14.

4. La integracién de escalas clinicas (ASRS, WURS, HADS, MADRS) y varia-
bles fisioldgicas (como ACC y FFT) potencié el enfoque multimodal, com-
binando datos objetivos y subjetivos en la prediccion del diagndstico.

5. La validacién cruzada k-fold fue fundamental para ajustar el parametro de
regularizacién A en Lasso, garantizando estabilidad del modelo y evitando el
sobreajuste.

6. Este estudio evidencia cémo la ciencia de datos y la neurociencia compu-
tacional pueden complementar el juicio clinico, fortaleciendo el diagnéstico
en salud mental mediante modelos predictivos interpretables.

7. La metodologia puede extenderse a otros trastornos neuropsiquiatricos com-
plejos, como depresion, autismo o Alzheimer, donde también se requiere una
integracién de multiples fuentes de datos para un diagndstico preciso.

8. Se destaca el valor clinico de combinar Lasso y KNN como herramientas
complementarias: Lasso por su estructura simple e interpretabilidad, y KNN
por su alta sensibilidad, lo que constituye una alternativa prometedora para
la medicina de precisién.
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CLASIFICACION DE HOGARES POR NIVEL DE POBREZA
USANDO FEEDFORWARD NEURAL NETWORKS (FNN) A
PARTIR DE VARIABLES SOCIOECONOMICAS EN HONDURAS

ANTONY SMAYKOL ROMERO BEJARANO

REsuMEN. La pobreza sigue siendo uno de los mayores desafios sociales y
su identificacién precisa es clave para disefiar politicas efectivas. Esta inves-
tigacion explora cémo las Feedforward Neural Networks (FNN), una técnica
de aprendizaje automatico, pueden clasificar hogares por nivel de pobreza a
partir de variables socioeconémicas. Esta propuesta busca aportar una herra-
mienta moderna para el analisis social, apoyando la toma de decisiones desde
una perspectiva mas predictiva y menos reactiva.

ABSTRACT. Poverty remains one of the greatest social challenges and its accu-
rate identification is key to designing effective policies. This research explores
how Feedforward Neural Networks (FNN), a machine learning technique, can
classify households by poverty level based on socioeconomic variables. This
proposal aims to provide a modern tool for social analysis, supporting decision-
making from a more predictive and less reactive perspective.

1. INTRODUCCION

La pobreza sigue siendo uno de los principales desafios estructurales en América
Latina, y en particular en paises como lo es Honduras, donde afecta a mas del
60% de la poblacién [1]. La correcta identificacion y clasificacion de hogares segiin
su nivel de pobreza es importante para el disenio de politicas publicas eficaces y
focalizadas [2]. Tradicionalmente, este proceso ha dependido de encuestas exten-
sas y analisis estadisticos convencionales, los cuales, si bien son ttiles, suelen ser
costosos, lentos y reactivos. Este tema es uno de los ejes de investigacion de la
Universidad Nacional Auténoma de Honduras (UNAH) que se tomara para el De-
sarrollo Econémico y Social del pais.

Trabajar en esta tematica representa una oportunidad directa para mejorar las
capacidades del pais en la lucha contra la pobreza. En Honduras, los recursos
disponibles para politicas sociales son limitados: el gasto social real ha disminuido
en los ultimos anos, los ingresos fiscales son bajos y la atenciéon a sectores como
salud y educacion presenta problemas de formulacion y ejecucion presupuestaria [3].
La aplicacién de modelos predictivos eficientes permite focalizar recursos de forma
maéas justa y eficaz, reduciendo pérdidas y elevando el impacto de los programas
sociales.

En los tltimos anos, el uso de técnicas de aprendizaje automatico ha emergido
como una alternativa prometedora para mejorar la precision y eficiencia en la detec-
cion de pobreza [4]. En particular, las Redes Neuronales Feedforward (FNN) han

Fecha: January 1, 2001 and, in revised form, June 22, 2001.
Palabras y frases clave. Clasificacion de Pobreza, Feedforward Neural Networks, Machine
Learning, Variables Socioeconémicas, Modelado Predictivo.
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demostrado un alto rendimiento en tareas de clasificaciéon basadas en multiples vari-
ables socioeconomicas [5]. Estas redes pueden aprender patrones complejos entre
caracteristicas como ingreso, acceso a servicios béasicos, nivel educativo y condi-
ciones de vivienda, y utilizarlos para predecir el nivel de pobreza de un hogar sin
necesidad de reglas explicitas.

El objetivo de esta investigaciéon es aplicar una red neuronal FNN preentrenada
o de configuraciéon sencilla para clasificar hogares hondurenios segin su nivel de
pobreza, utilizando un conjunto de variables socioeconémicas disponibles. Esta
propuesta se enmarca en el esfuerzo por modernizar los instrumentos de anéalisis
social y facilitar la toma de decisiones en contextos de alta vulnerabilidad como el
hondureno. El estudio se desarrollara en un periodo limitado de tres meses, por
lo cual se prioriza el uso de herramientas ya existentes y accesibles, como Google
Colab o plataformas de mineria de datos con entornos graficos.

A través de esta aproximacion, se busca contribuir a la evidencia empirica de que
las redes FNN pueden ser tutiles incluso en contextos con recursos limitados, siempre
que se cuente con datos confiables y una adecuada preparacion de los mismos [6].

2. ANTECEDENTES

Las redes neuronales artificiales (ANN, por sus siglas en inglés) son modelos com-
putacionales inspirados en el funcionamiento del cerebro humano, particularmente
en la forma en que las neuronas bioldgicas procesan informacion. Uno de los tipos
mas conocidos y utilizados es la red neuronal de tipo feedforward (FNN), en la cual
la informacion fluye en una tnica direccion, desde la capa de entrada hacia la capa
de salida, sin ciclos ni retroalimentaciones.

El origen conceptual de las redes neuronales se remonta a 1943, cuando McCul-
loch y Pitts desarrollaron un modelo matematico simplificado de neurona que era
capaz de realizar operaciones logicas basicas [7]. A partir de ese modelo, en 1958,
Frank Rosenblatt propuso el perceptrén, una red neuronal de una sola capa que
podia aprender a clasificar patrones linealmente separables mediante un algoritmo
de ajuste de pesos [8]. Sin embargo, durante las décadas de 1960 y 1970, las redes
neuronales sufrieron un periodo de estancamiento debido a las criticas del libro de
Minsky y Papert, que demostraba las limitaciones del perceptrén, especialmente su
incapacidad para resolver problemas no lineales como la funcion XOR.

El verdadero avance de las redes neuronales feedforward llego en los afios 80,
con la reintroduccion y formalizacion del algoritmo de retropropagacion del error
(backpropagation) por Rumelhart, Hinton y Williams en 1986 [9]. Este algoritmo
permitié el entrenamiento eficiente de redes con multiples capas ocultas, lo que se
conoce como perceptrones multicapa (MLP), una forma tipica de FNN. A partir de
ese momento, las FNN comenzaron a usarse ampliamente en tareas de clasificacion,
regresion y reconocimiento de patrones.

En el contexto de la investigaciéon social y econémica, el uso de redes neuronales,
y particularmente de las FNN, ha demostrado ser prometedor para analizar feno6-
menos complejos y multidimensionales como la pobreza. Estas redes son capaces
de modelar relaciones no lineales entre variables socioeconémicas y resultados de
interés, lo cual es una ventaja significativa respecto a modelos estadisticos tradi-
cionales como la regresiéon logistica.

En paises como Brasil, se ha utilizado una red neuronal artificial multicapa
(feedforward) para clasificar municipios del estado de Rio Grande do Norte segin su
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nivel de vulnerabilidad social. El estudio, basado en 17 variables socioeconémicas,
demograficas, educativas y de salud publica, implementé redes del tipo MLP y
PNN, concluyendo que el modelo FNN con seis nodos ocultos presentd el mejor
desempeno de clasificaciéon, con mayor precisiéon que otros métodos supervisados
tradicionales [10].

A escala continental, Jean et al. utilizaron redes neuronales convolucionales
(CNN) aplicadas a imagenes satelitales de alta resolucion para predecir niveles de
pobreza en regiones de Africa subsahariana, obteniendo estimaciones de ingresos y
pobreza con alta precision, incluso en zonas con escasa informacion de campo [4].

En India, avances recientes han demostrado el uso exitoso de aprendizaje pro-
fundo con datos satelitales y censales para mapear pobreza y condiciones de bien-
estar a escala local. Por ejemplo, Daoud et al. combinaron imagenes diurnas de
Landsat con redes profundas para estimar indices de riqueza y condiciones viven-
ciales en mas de 200,000 pueblos, logrando resultados comparables a metodologias
tradicionales y ofreciendo resolucion espacial y temporal detallada [11].

En México, se ha propuesto una innovadora técnica para mapear pobreza multi-
dimensional a nivel de manzana residencial. Usando CNN y mapas multispectrales
satelitales entrenados con datos censales de CONEVAL, los investigadores obtu-
vieron un coeficiente de determinacién R? de 0.80 para la dimension de calidad de
vivienda y 0.75 para variables como agua, luz y saneamiento, demostrando que es
posible generar mapeos detallados de pobreza con alta precision [12].

Estos estudios muestran que las redes neuronales—tanto del tipo feedforward
como convolucionales—pueden capturar relaciones no lineales en datos socioeconémi-
cos y espaciales, y constituyen herramientas valiosas para clasificar hogares o re-
giones segin su condicién socioeconémica. Su aplicabilidad en Honduras parece
prometedora, dados los datos censales y variables relevantes disponibles que per-
miten replicar enfoques similares.

3. DEFINICIONES FUNDAMENTALES SOBRE LAS FNN

Las redes neuronales artificiales (RNA) son modelos computacionales que tratan
de imitar como funciona el cerebro humano. Estédn formadas por unidades lla-
madas neuronas artificiales, que se organizan por capas, y que basicamente sirven
para aprender patrones desde datos. Estas redes se usan bastante en cosas como
clasificacion, regresion o para reconocer patrones en general [7].

Una red neuronal feedforward (FNN) es un tipo de RNA en donde la informacion
solo va en una sola direccién: de la capa de entrada, pasando por una o varias
capas ocultas, hasta llegar a la salida. Lo importante es que no hay ciclos ni
retroalimentacion. Este tipo de red es buena para problemas de clasificacién o
cuando se quiere predecir algo [13].

Cada neurona artificial realiza una operacién mateméatica parecida a esta:

(3.1) y=1f (i Wiz + b)

donde z; son las entradas, W; los pesos, b es el sesgo (bias) que ajusta la posicion
de la funcién de activacion, y f representa la funcién de activacion. Esta funciéon
es importante porque permite que la red pueda aprender relaciones no lineales (o
sea, mas complejas).
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La capa de entrada recibe las variables del problema que se quiere resolver, como
por ejemplo el ingreso, el nivel educativo o si se tiene acceso a servicios basicos.
Cada variable se representa como una neurona. Las capas ocultas son las que estan
entre la entrada y la salida. Ahi es donde realmente se produce el aprendizaje,
combinando entradas y pesos, y luego aplicando funciones no lineales. El ntimero
de capas y de neuronas afecta directamente qué tan compleja puede ser la red.
La capa de salida genera la prediccion del modelo. Para clasificacion binaria (por
ejemplo, si 0 no), se usa una sola neurona con funcién sigmoide. En el caso de
clasificaciéon multiclase, se usan varias neuronas con activacién softmax.

La funcién de activacion transforma la salida lineal de una neurona en algo no
lineal. Algunas funciones comunes son[14]:

e ReLU (Rectified Linear Unit): f(z) = max(0, z)

a=max(0, 2) 4

FIGURA 1. Funcion de activacion ReLU.

1
[ Slnglde f(l') = m

08|

as 1+exp(-2)

F1GURA 2. Funcién de activaciéon Sigmoide.

e Softmax: convierte un vector de valores en una distribucién de probabilidad
(usada para clasificacion multiclase).

El entrenamiento de una FNN se realiza usando el algoritmo de retropropagacion
del error (backpropagation) [13], el cual ajusta los pesos de la red para minimizar
el error. Generalmente se usa el método de descenso de gradiente estocastico para
lograr esto.
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La funcion de pérdida es la que mide qué tanto se equivoca el modelo. En clasifi-
cacién binaria, se suele utilizar la entropia cruzada binaria como funcién de pérdida:

(3.2) L(y,9) = — [ylog(y) + (1 — y) log(1 — )] .

4. METODO GENERAL DE CLASIFICACION UsaANDO FNN

Cuando se tienen datos sobre los hogares en Honduras, por ejemplo cosas como
el ingreso que tienen, cuanta gente vive ahi o si tienen acceso a agua o cosas asi, se
puede usar una FNN para clasificarlos segin qué tan pobres estan. El proceso que
se utiliza es el siguiente:

(1) Se ingresan los datos, es decir un vector de caracteristicas que puede incluir
variables como: ingreso mensual, tamano del hogar, si hay energia eléctrica,
agua, etc. a esto se le llama Entrada y de manera mas algebraica seria de
la forma:

x=(x1,Z2,...,Tp).

(2) Esos datos pasan por la red, en cada capa se hacen operaciones, se consid-
eran los pesos de cada variable y se aplican funciones que no son lineales.
Esto se llama propagacion hacia adelante, y se ve asf:

o = WDz +pD), 0@ = FW DM 4 b))

esto sirve para que la red aprenda a tomar decisiones més complejas.

(3) La red da una respuesta o prediccion. Si es binaria, da 0 o 1 (por ejemplo,
pobre o no). Si hay mas clases, puede ser 0, 1, 2... o como se defina para el
caso de clasificarlos por ejemplo como extremadamente pobre, pobre, clase
media,etc. a esto se le conoce como Salida.

(4) Se entrena la red, esto se hace con datos que ya estan etiquetados, es decir,
que ya se sabe si son pobres o no, y la red va ajustando sus pesos para
equivocarse lo menos posible aplicando el backpropagation. Todo eso se
hace mediante el uso de una funcién de pérdida.

(5) Se mide si la red esta funcionando bien o no. Para eso se usan métricas
como la exactitud, precisién, sensibilidad, y otras. También se utiliza una
matriz de confusién que ayuda a identificar en qué se esté fallando.

5. VARIABLES SOCIOECONOMICAS

Para el desarrollo del presente modelo de prediccion del nivel de pobreza, se
realizd una seleccion especifica de variables socioeconémicas que nos permitieran
ver de mejor forma la situacion de los hogares hondurenos. Estas variables fueron
tomadas del Diccionario de Variables de la Encuesta Permanente de Hogares de
Propositos Multiples (EPHPM), elaborado por el Instituto Nacional de Estadistica
(INE), correspondiente al aio 2023-2024 [2], las variables son en comun ya que
dependiendo del ano muchas de estas suelen cambiar o agregar nuevas.

El criterio de seleccién se centrd en cuatro grandes dimensiones reconocidas en
los estudios sociales y censales: ingreso, tipo de vivienda, acceso a servicios publicos
y nivel educativo [2]. Estas dimensiones han demostrado ser altamente representa-
tivas para identificar condiciones de pobreza o vulnerabilidad en los hogares, tanto
en Honduras como en contextos similares.

Las variables seleccionadas como ejemplo son:
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e YTOTHG (Ingreso total del hogar): representa el ingreso mensual total en
lempiras, lo cual constituye un indicador directo de la capacidad adquisitiva
del hogar.

e V01 (Tipo de vivienda): refleja el tipo de estructura habitacional del hogar.
Se codifica del 1 al 7, donde los valores corresponden a casa individual,
rancho, casa improvisada, apartamento, cuarteria, barrancén y local no
construido para habitacién pero usado como vivienda, respectivamente.

e V05 (Fuente principal de agua): describe el origen del agua que utiliza el
hogar. Las opciones van del 1 al 9 e incluyen: tuberia dentro de la vivienda,
pozo con bomba, pozo con malacate, llave publica, rio o manantial, carro
cisterna, pick-up con barriles, otra vivienda u otra fuente no especificada.

e V07 (Tipo de alumbrado): indica la fuente de iluminacion que utiliza el
hogar, clasificada del 1 al 8. Estas categorias incluyen desde servicio publico
o privado hasta métodos no convencionales como lamparas de gas, energia
solar, velas, ocote, entre otros.

e HO7 (Tipo de sanitario): informa sobre las condiciones de saneamiento
del hogar. Las categorias codificadas del 1 al 9 incluyen desde inodoros
conectados a sistemas de alcantarillado o pozos sépticos, hasta letrinas,
taza campesina, u hogares sin ningin tipo de sanitario.

e NIVEL (Nivel educativo alcanzado): sefiala el mayor nivel educativo alcan-
zado por algin integrante del hogar. Los valores incluyen sin nivel, pri-
maria, secundaria y educacién superior, ademés del c6digo 9 para quienes
no saben o no respondieron.

e POBREZA: variable binaria generada con fines ilustrativos que identifica
si un hogar es considerado pobre (1) o no pobre (0), en funcién de sus
condiciones de ingreso y otras caracteristicas sociales.

La variable POBREZA presenta en la base de datos del EPHPM se categoriza en
realidad por 3 valores los cuales serian extremadamente pobre (1), relativamente
pobre (2) y no pobres(3), pero para este método de clasificacion se decidio usar
como variable binaria como fue definida anteriormente para el uso de la entropia
cruzada binaria.

En la Tabla 1 se presentan datos para 20 hogares, elaborada con fines exclusiva-
mente ilustrativos, con el propdésito de mostrar como estas variables se estructuran
dentro de la base de datos del EPHPM.

6. PREPARACION DE DATOS

Antes de implementar un modelo de red neuronal, es necesario realizar una etapa
de preprocesamiento de los datos, este paso resulta fundamental para garantizar que
el modelo entienda la informacion de forma adecuada y pueda aprender de ella con
mayor precision y eficiencia. Uno de los procedimientos mas comunes durante esta
fase es la normalizacion de variables numéricas.

La normalizaciéon consiste en transformar los valores originales de las variables
para que estén en una escala comin, generalmente entre 0 y 1 [15], esto se vuelve
necesario en las redes neuronales, ya que si algunas variables tienen rangos muy
amplios (por ejemplo, ingresos en miles de lempiras) y otras tienen rangos pequenios
(como niveles educativos codificados del 1 al 4), el modelo tiende a darle més
importancia a las variables con mayor escala y esto puede provocar errores en el
entrenamiento, dificultar la convergencia o incluso llevar a resultados inexactos.
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TABLA 1. Variables socioeconémicas simuladas en 20 hogares

Hogar | YTOTHG | V01 | V05 | VO7 | HO7 | NIVEL | POBREZA
1 3200 2 5 5 9 1 1
2 7800 1 1 2 2 3 0
3 12000 4 1 1 1 4 0
4 5100 3 4 8 7 2 1
) 2700 6 6 7 9 1 1
6 15000 1 1 1 2 4 0
7 9000 1 2 3 3 3 0
8 6300 5 8 6 5 2 1
9 10200 4 1 1 1 4 0

10 4500 2 3 4 6 2 1
11 2800 7 9 5 9 1 1
12 13400 1 1 1 1 4 0
13 3500 3 5 6 9 1 1
14 8700 4 1 1 2 3 0
15 5600 2 4 7 7 2 1
16 11000 1 1 1 2 4 0
17 3900 6 7 5 8 1 1
18 9800 4 2 2 1 3 0
19 2900 5 6 6 7 1 1
20 7200 1 3 4 6 2 1

Una de las técnicas mas utilizadas para normalizar es la normalizacién min-max,
donde cada valor se ajusta con la siguiente formula:

o T — Tmin
Tnormalizado =
Tmax — Lmin

Esta formula garantiza que todos los valores queden comprendidos dentro del
rango de 0 a 1, lo cual facilita que la red neuronal procese la informacién de forma
balanceada y eficiente [15].

En la Tabla 2 se muestra un ejemplo de como se veria la normalizaciéon de la
variable YTOTHG (Ingreso total del hogar) para cinco hogares ficticios.

Este tipo de transformacion es aplicada a todas las variables numéricas continuas,
especialmente al ingreso total, ahora para variables como VO01(tipo de vivienda)
tienen un nombre en especifico y se conoce como las variables categoricas; y son
aquellas que representan atributos en forma de categorias o codigos numéricos, pero
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TABLA 2. Ejemplo de normalizacién de ingreso total del hogar

Hogar | YTOTHG original | Normalizado
1 3200 0.075
2 7800 0.366
3 12000 0.612
6 15000 0.796
12 13400 0.708

que no tienen un significado matemaético directo [4]. Por ejemplo, el hecho de que
una vivienda sea tipo 1 (casa individual) o tipo 6 (barrancon) no implica que la
categoria 6 sea méas que la 1 en un sentido cuantitativo, sino simplemente que son
distintos tipos de vivienda.

En este tipo de variables, no es correcto aplicar técnicas como la normalizacién,
ya que los valores no representan cantidades continuas. Por ello, una técnica muy
comiun es la codificacién one-hot (o codificacion ficticia).

La codificacion one-hot transforma una variable categorica en varias columnas
binarias (0 o 1), una por cada categorfa posible y cada fila tiene un valor de 1 en la
columna correspondiente a su categoria y 0 en las demas, de esta manera, se evita
imponer una relacion de orden artificial entre las categorias [16].

A continuacion, se presenta un ejemplo para ilustrar como se veria esta codifi-
cacion para la variable V01 (tipo de vivienda), con datos ficticios:

TaBLA 3. Codificacion one-hot para la variable V01 (tipo de

vivienda)

Hogar | VO1 (Original) | VO1 1| V01 2| V01 3| V01 4| V0l 5| Vol 6| Vol 7
1 2 0 1 0 0 0 0 0
2 1 1 0 0 0 0 0 0
3 4 0 0 0 1 0 0 0
4 2 0 1 0 0 0 0 0
) 3 0 0 1 0 0 0 0

7. ESTRUCTURA Y ENTRENAMIENTO DEL MODELO

Una vez finalizado el proceso de preparacion de datos, se construye el modelo
FNN para llevar a cabo la clasificacién binaria de hogares segin su situaciéon de
pobreza donde el modelo consta de una estructura secuencial de capas:

e Una capa de entrada, cuyo ntimero de neuronas coincide con la cantidad de
variables resultantes, es decir, la suma de variables numéricas normalizadas
y columnas generadas por codificacion one-hot).
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e Una primera capa oculta con 32 neuronas, utilizando la funcién de acti-
vacion ReLU, que permite al modelo aprender relaciones no lineales sin
saturarse con facilidad [18].

e Una segunda capa oculta con 16 neuronas, también con activacion ReL.U.

e Una capa de salida con una sola neurona, que emplea la funciéon de acti-
vacion sigmoide [11] para producir una probabilidad entre 0 y 1, represen-
tando la pertenencia del hogar a la categoria pobre.

Una vez definida la estructura del modelo, se procede a su entrenamiento y
para ello, se compila utilizando la funcion de pérdida entropia cruzada binaria [18],
apropiada para problemas de clasificacion binaria. Como optimizador se emplea
Adam, una variante del descenso de gradiente que ajusta dinamicamente la tasa de
aprendizaje, lo que permite una convergencia mas rapida y estable [17].

El entrenamiento se lleva a cabo sobre un conjunto de datos divididos previa-
mente en entrenamiento y prueba donde se utilizan 100 épocas y un tamano de
lote (batch size) de 10 observaciones por iteracién. Durante cada época, el modelo
procesa los datos de entrenamiento, calcula la pérdida, ajusta los pesos y mejora
progresivamente su capacidad de prediccion [18], gracias a este proceso iterativo,
el modelo aprende a identificar combinaciones de caracteristicas que predicen con
mayor precision si un hogar estd en situaciéon de pobreza o no, basandose en las
variables socioeconémicas proporcionadas.

8. IMPLEMENTACION DEL MODELO FNN

La implementaciéon se llevo a cabo en el lenguaje Python haciendo uso de las
bibliotecas pandas, pyreadstat, scikit-learn y keras del entorno TensorFlow [19],
esto se podra verse a continuacién donde se mostrara el cédigo utilizado.

import pyreadstat

import pandas as pd

from sklearn.model selection import train_test split
from sklearn.preprocessing import StandardScaler

from tensorflow.keras import Input

# Leer archivo .sav
df, meta = pyreadstat.read sav('Data de la Encuesta de Hogares junio 2823.sav')
variables = ['ve1', 've2', 've3’, 've4', 'ves', 'vee', 've7', 'ves', 'veo’,
'He3', 'He4', 'Hes', 'He6', 'HO7', 'Hes', 'He9',
'"NIVEL', 'POBREZA']
df = df[variables]
df = df.dropna()

# Reconvertir pobreza: 1 y 2 como 1 (pobre), 3 como @ (no pobre)
df["POBREZA'] = df['POBREZA'].replace({1: 1, 2: 1, 3: @})

El codigo esta comentado para mejor comprensioén; como se puede observar lo
primero es la lectura de la base de datos EPHPM del ano 2023 y se seleccionaron en
este caso 20 variables centradas en el censo de Honduras como vivienda, educacion,
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ingreso, acceso a servicios piblicos y la variable POBREZA [2] a la cual se hace una
conversion donde se reemplaza 1 y 2 por 1; de igual manera 3 por 0. Se descartan
todas las filas que presenten valores nulos para un entrenamiento mas eficiente del
modelo FNN [15].

# Separacion dﬂ variables predictoras y objetivo
X = df.drop('POBREZA", axis=1)
y = df['POBREZA']

# one-hot para variables categoricas

categorical cols = ['ve1', 've2', 've3', 'vea', 'ves’, 'ves', 'ver', 'ves',
'HB3', 'He4', 'HB@5', 'H@6', 'HB7', 'HB8', 'NIVEL']

X = pd.get_dummies (X, columns=categorical cols)

# Dividir en entrenamiento y prueba
X_train, X_test, y train, y_test = train_test_split(X, y, test size=0.2, random_state=42)

# Normalizar variables continuas

scaler = StandardScaler()

for col in ['ve9', 'He9']:
X train[col] = scaler.fit transform(X train[[col]])
X_test[col] = scaler.transform(X_test[[col]])

Tendriamos ahora lo que es la preparacion de datos donde aplicamos la normal-
izacion para las variables con valor escalar(continuas) [15], que en este caso solo son
2; y se aplica la codificacién one-hot para el resto de variables que son catégoricas
[16].Se hace una division de los datos donde un 80% son para entrenamiento y un
20% para usarlos de prueba.

# Implementacidn del modelo

model = Sequential()

model . add (Input(shape=(X_train.shape[1],)))
model.add(Dense(32, activation="relu"))
model.add(Dense(16, activation="relu"))
model.add(Dense(1, activation="sigmoid"))

# Compilacion y entrenamiento
model.compile(loss="binary crossentropy', optimizer='adam', metrics=['accuracy’])
model.fit(X train, y_train, epochs=108, batch_size=10, validation_data=(X_test, y test))

Y por ultimo seria ya la implementacién del modelo; se crea la red neuronal en
la primera linea y le sigue lo que es definir a la red la forma del vector a trabajar
siendo la capa de entrada. En las siguientes dos lineas tendriamos las dos capas
ocultas de 32 y 16 neuronas respectivamente ambas con la funcién de activacion
ReLU y la salida que tendria con funcién de activacion la sigmoide para clasificacion
binaria.

Para la compilacion definimos la funcion de pérdida que seria la entropia cruzada
binaria [13| como optimizador utilizamos Adam que optimiza los pesos de forma
automatica [16] y el entrenamiento como se habia dicho con 100 épocas y 10 entre-
namientos antes de actualizar cada peso.
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9. RESULTADOS DEL MODELO FNN

Una vez entrenado el modelo de red neuronal con las variables seleccionadas, se
procedi6 a evaluar su desempeno utilizando el conjunto de prueba que recordemos
son el 20% de los datos. Para ello, se emplearon métricas estandar de clasificacion
binaria como la exactitud(accuracy), precision(precision), sensibilidad (recall) y f1-
score [18], ademés de la matriz de confusion, que permite visualizar en qué clases
el modelo acierta o se equivoca.

La siguiente figura muestra la matriz de confusiéon obtenida:

450

111 217 400

No Pobre

350

- 300

Valor real

- 250

135

Pobre
]

- 200

- 150

i ]
No Pobre Pobre
Prediccién

FIGURA 3. Matriz de confusién

La matriz indica que de los 328 hogares que realmente no eran pobres, el modelo
clasifico correctamente a 111, pero se equivocod en 217, identificAndolos errénea-
mente como pobres. En cambio, de los 628 hogares pobres, logré clasificar correc-
tamente a 493 y se equivoco en 135.

precision recall fl-score  support

2.0 9.45 0.34 9.39 328

1.0 9.69 0.79 8.74 628

accuracy 0.63 956
macro avg 8.57 0.56 8.56 956
weighted avg 9.61 0.63 9.62 956

FI1GURA 4. Reporte de clasificacion
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Estos resultados se complementan con el reporte de clasificacion presentado en
la figura 4, donde se observa que el modelo obtuvo una exactitud global del 63%,
lo que indica que predice correctamente en aproximadamente 6 de cada 10 casos.
Al analizar las métricas por clase:

Para la clase “No Pobre”, se obtuvo una precisiéon de 0.45 y un recall de 0.34,
lo cual muestra que el modelo tiene dificultades para identificar correctamente a
los hogares no pobres. Para la clase “Pobre”, se obtuvo una precisiéon de 0.69 y un
recall de 0.79, indicando un buen desempeno en la deteccion de pobreza.

Finalmente, el valor promedio ponderado del fl-score fue de 0.62, reflejando
un desempenio aceptable del modelo, especialmente en la clase positiva (pobreza),
aunque ain con margen de mejora en la clase negativa.

10. CONCLUSIONES

La presente investigaciéon demostré que es posible implementar un modelo de
red neuronal feedforward para predecir la condicién de pobreza de los hogares hon-
durenos a partir de variables socioeconémicas seleccionadas. Sin embargo, durante
el proceso se identificaron distintos puntos que pueden contribuir a mejorar el de-
sempeno del modelo y la interpretaciéon de los resultados, en primer lugar, aunque
se obtuvo una exactitud aceptable del 63% y un fl-score de 0.62, se considera que
el modelo puede ser mejorado a través de diferentes estrategias. Entre las més im-
portantes se encuentran: la incorporacion de una mayor cantidad de variables rele-
vantes (por ejemplo, informacion del jefe del hogar, empleo o salud, hacinamiento) y
la prueba de arquitecturas més especializadas; de igual manera se puede considerar
la exploracion de otras métricas y funciones de activaciéon para afinar la precision
de la clasificacion.

Por otro lado, cabe sefialar que la base de datos utilizada, correspondiente a la
Encuesta Permanente de Hogares de Propositos Multiples (EPHPM) del Instituto
Nacional de Estadistica de Honduras, contiene un total de 20,308 registros, sin
embargo, al filtrar las observaciones que contenian valores nulos o sin respuesta
en las variables seleccionadas, la cantidad de datos tutiles se redujo ligeramente,
y a pesar de esta depuracién, la muestra conservé una dimension suficiente para
entrenar y validar el modelo con resultados significativos.

Finalmente, se identificé que algunas variables categoricas dentro de la encuesta
han cambiado sus etiquetas o estructuras en los dltimos anos, lo que puede dificultar
la comparacion entre distintos periodos. Este aspecto resalta la necesidad de una
estandarizacion y documentaciéon clara de las variables utilizadas, especialmente si
se busca replicar o extender este analisis en el futuro.
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APROXIMACION ASINTOTICA DE LA FUNCION FACTORIAL
EN UNA VARIABLE

HENRRY ALEXANDER MORAZAN CHAVEZ

RESUMEN. En este trabajo se estudian aproximaciones asintéticas para la
funcién factorial n!, extendida al dominio real mediante la funcién gamma
T'(n+1). Se analizan desarrollos cldsicos, como la férmula de Stirling y sus re-
finamientos, incluyendo series asintéticas y aproximaciones méas precisas para
valores grandes del argumento. Ademads, se discuten aplicaciones en probabili-
dad, estadistica y teoria de niimeros, asi como la conexién con otras funciones
especiales. Finalmente, se presentan cotas de error y comparaciones numéricas
que ilustran la eficacia de estas aproximaciones en distintos contextos.

ABSTRACT. This work studies asymptotic approximations for the factorial
function n!, extended to the real domain via the gamma function I'(n + 1).
Classical results are analyzed, including Stirling’s formula and its refinements,
along with asymptotic series and more precise approximations for large argu-
ment values. Additionally, applications in probability, statistics, and number
theory are discussed, as well as connections to other special functions. Finally,
error bounds and numerical comparisons are presented to illustrate the effec-
tiveness of these approximations in different contexts.

1. INTRODUCCION

Dentro de la programacién es muy importante el costo computacional de operacio-
nes matematicas, mas aiun cuando se requiere el calculo de factoriales relativamente
grandes. Los factoriales son fundamentales en matemaéticas, apareciendo en areas
como la combinatoria, la probabilidad y la fisica estadistica [1]. Sin embargo, su
crecimiento superexponencial los vuelve rapidamente inmanejables para cédlculos
directos. Por ejemplo, 70! supera el nimero de particulas en el universo observable,
lo que plantea un desafio computacional enorme [7]. Aqui es donde entra en jue-
go la aproximacién asintética, una herramienta que permite simplificar expresiones
factoriales sin perder precisién [2].

Las tres métodos usados para el calculo de factoriales relativamente grandes son
la férmula de Stirling(Aproximacién basica), la Funcién Gamma y la més recien-
te Aproximacién de Ramanujan [6, 3]. La férmula de Stirling, creada por James
Stirling en 1730, es un método clasico para calcular aproximaciones de factoriales
de ntimeros grandes, muy usado en fisica y estadistica. Su versiéon mas simple es
rapida pero poco precisa con nimeros pequenos, aunque mejora significativamen-
te al aumentar el valor. Mas tarde, se desarrollé una version refinada que incluye

Fecha: Junio 9, 2025.
Palabras y frases clave. Funcién factorial, funcién gamma, férmula de Stirling, Aproximacién
de Ramanujan, aproximacion asintética.
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un término adicional, ofreciendo mayor exactitud incluso con nimeros moderados,
ideal para aplicaciones practicas donde se necesita un equilibrio entre simplicidad
y precision.

Por su parte, la funciéon Gamma, introducida por Leonhard Euler en 1729, no es una
aproximacion sino una generalizacién exacta del factorial para nimeros no enteros
y complejos [3]. Es fundamental en matemé&ticas avanzadas y fisica tedrica, aunque
su célculo requiere métodos numéricos en la mayoria de los casos.

Finalmente, la aproximacién de Ramanujan, formulada a principios del siglo XX por
el genio matematico indio Srinivasa Ramanujan, destaca por su asombrosa preci-
sion, incluso con nimeros pequenos. Su enfoque, basado en observaciones profundas
mas que en desarrollos tradicionales, la convierte en la opcién preferida cuando se
busca la mayor exactitud posible, superando a las versiones clasicas de Stirling.
Desarrollada en el siglo XVIII, es la solucién més famosa a este problema [16].

Las aplicaciones de esta aproximacion son varias. En computacion, permite calcular
logaritmos de factoriales de manera eficiente, esencial en algoritmos de aprendizaje
automaético y estadistica bayesiana. En fisica tedrica, ayuda a modelar sistemas con
un nimero enorme de particulas, como en termodindmica (S = kIn)) o mecénica
cudntica. Incluso en teorfa de nimeros, el estudio asintético de In(n!) revela pro-
piedades profundas sobre la distribucién de primos.

Mas que una herramienta 1til, la aproximacién de Stirling conecta dos conceptos
clave: lo discreto y lo continuo. Al igual que las ecuaciones diferenciales pueden
describir el crecimiento de una poblacién de bacterias (que, aunque discreta, se
modela como continua), esta férmula nos permite aplicar técnicas del cdlculo a
problemas combinatorios. Su importancia va mas alla de las matematicas tedricas,
extendiéndose a areas como la criptografia, la simulacién de procesos aleatorios e
incluso la inteligencia artificial.

L Por qué sigue siendo relevante hoy? En un mundo impulsado por el big data y los
modelos complejos, dominar estas aproximaciones no es solo un desafio intelectual,
sino una necesidad practica. Ya sea para optimizar algoritmos, analizar redes com-
plejas o predecir comportamientos en sistemas fisicos, la habilidad de simplificar
lo aparentemente imposible sigue siendo una de las mayores contribuciones de las
matematicas al progreso cientifico y tecnoldgico.

La aproximacién asintotica de funciones factoriales, aunque de naturaleza tedrica,
posee aplicaciones préacticas directas que fortalecen la productividad y la competi-
tividad, ejes fundamentales para el desarrollo econémico sostenible de Honduras.
Este trabajo se enmarca en las prioridades de investigacion establecidas por la Uni-
versidad Nacional Auténoma de Honduras (UNAH), las cuales buscan responder a
los desafios globales desde una perspectiva local. En particular, este estudio se ali-
nea con el eje de Desarrollo Econémico y Social, centrandose en el tema prioritario
(c) Globalizacién, productividad y competitividad [8]. Reconociendo la relevancia
estratégica de este enfoque, ya que contribuye a generar soluciones innovadoras que
impulsan el crecimiento econémico y el bienestar social en Honduras.
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2. ANTECEDENTES

El estudio de las aproximaciones asintéticas para la funcion factorial n! surgié en
el siglo XVIII como respuesta a los desafios practicos que planteaba el calculo de
factoriales para valores grandes de n. En esa época, el calculo exacto de factoriales
para n grandes resultaba imposible con los métodos manuales disponibles, lo que
motivé la busqueda de aproximaciones eficientes.

Este problema era particularmente relevante en el contexto de la teoria de probabi-
lidades, donde De Moivre trabajaba en la aproximacién de coeficientes binomiales
para grandes conjuntos de datos [9, 10]. La primera versién de lo que hoy conocemos
como férmula de Stirling fue desarrollada por De Moivre alrededor de 1730, quien
establecié una relacién entre factoriales y logaritmos, reconociendo que In(n!) podia
aproximarse mediante integrales, sentando asi las bases para el desarrollo posterior
de la féormula que lleva el nombre de Stirling.

La contribucién decisiva de James Stirling en su obra “Methodus Differentialis” (1730)
consistié en identificar la presencia de la constante v/27 en la aproximacion, la apa-
ricién de 7 en este contexto fue un descubrimiento que revelé conexiones profundas
entre el andlisis discreto y continuo [6]. Este refinamiento matemdtico no solo me-
joro la precisién de la aproximacion, sino que también establecié un vinculo crucial
con la integral de Gauss y la funcién gamma, que seria explorada posteriormente
por Euler [11, 12].

La funcién gamma, introducida por Leonhard Euler en el siglo XVIII, generaliza
el concepto de factorial a nimeros reales y complejos mediante su integral, donde
I'(n+1) = n! para enteros positivos n. Esta extensién permitié estudiar el compor-
tamiento asintético de los factoriales a través de herramientas de andlisis continuo,
vinculdndose directamente con la famosa aproximacién de Stirling [6]. La conexién
entre ambas surgié al analizar el crecimiento de T'(z) para valores grandes de z,
demostrando que la formula de Stirling era un caso particular de un fenémeno mas
amplio en el andlisis asintético [3].

Durante el siglo XIX, mateméticos como Poisson y Laplace aplicaron estas aproxi-
maciones en diversos campos, desde la teoria de probabilidades hasta la mecanica
estadistica, donde era necesario trabajar con sistemas que involucraban un nimero
enorme de particulas [13]. La necesidad de mayor precisién llevé posteriormente al
desarrollo de expansiones asintéticas mas completas, incorporando términos adi-
cionales basados en los ntimeros de Bernoulli, que permitian controlar el error en
aplicaciones practicas [19].

Srinivasa Ramanujan, el genio matematico autodidacta indio del siglo XIX, revo-
lucioné las aproximaciones factoriales con férmulas empiricamente precisas y ana-
liticamente elegantes con su versiéon mejorada, supero la precisién de Stirling para
valores pequetios de n, con errores menores al 0,01 % [14]. Ramanujan logré esto
combinando intuicién numérica con técnicas no convencionales, incluyendo el uso
de fracciones continuas y series hipergeométricas [15]. Sus contribuciones no solo
refinaron las aproximaciones existentes, sino que también abrieron nuevas vias en
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el analisis asintético, influyendo en campos como la teoria de nimeros y la compu-
tacién cientifica. Su legado persiste en algoritmos modernos que requieren calculos
precisos de factoriales y funciones relacionadas.

Actualmente, existen varios métodos y técnicas para aproximar asintéticamente la
funcién factorial n! y su generalizacién la funcién gamma I'(z). Estos métodos son
fundamentales en matematicas aplicadas, fisica, estadistica y computacion. Algu-
nos de los mas usados en la actualidad son: Aproximacién de Stirling: su versién
clésica y su versién mejorada, Método de Laplace, aproximacién de Ramanujan [22].

En la actualidad la aproximacién asintdtica de los factoriales tiene diferentes
usos. En probabilidad y estadistica sus usos en distribuciones como la binomial,
Poisson o normal, donde se calculan factoriales grandes como también para sim-
plificar célculos en cadenas de Markov y procesos estocasticos. En la teoria de
nimeros y algoritmos sus usos en andlisis de complejidad computacional, en crip-
tografia, para evaluar la seguridad de algoritmos basados en problemas factoriales.
En optimizacién y machine learning en métodos de Monte Carlo y algoritmos de
aproximacion para distribuciones multinomiales y para aproximar logaritmos de
factoriales, comunes en modelos probabilisticos [17, 18].

3. ANALISIS ASINTOTICO DE LA FUNCION FACTORIAL EN UNA VARIABLE

3.1. Fundamentos Tedricos. Comenzaremos este andlisis con algunas defini-
ciones y conceptos: factorial, relacién de recurrencia, funcién gamma, analisis asintéti-
co, métodos de aproximacién, comportamiento asintético, aproximaciones clasicas
y modernas.

Definicién 3.1. Para un n > 0,n factorial, se define como:

0l=1

nl=(n)(n—-1)(n-2)---(3)(2)(1), paran>1
Ademés, para cada n > 0,(n+ 1)l = (n+ 1)(n!).
Debemos tomar nota de la rapidez con la que crecen los valores de n! asi que antes
de proseguir, intentaremos tener una idea mas clara de la velocidad con que crece
n!, podemos calcular que 10! = 3,628,800, y éste es precisamente el numero de
segundos que hay en seis semanas. En consecuencia, 11! es superior al nimero de

segundos que tiene un ano, 12! supera el nimero que hay en 12 anos, y 13! sobre-
pasa la cantidad de segundos que tiene un siglo [20].

Una propiedad clave de los factoriales es su definicién recursiva:
n!=n(n—1)!

Esta relacién permite calcular cualquier factorial si se conoce el factorial del nimero
anterior.

La funcién factorial, en su definiciéon original, solo se aplica a los enteros no ne-
gativos. Sin embargo, en matematicas y fisica, a menudo es necesario extender el
concepto de factorial a nimeros no enteros (como nimeros reales o complejos). La
funcion Gamma I es la extensién méas comun y utilizada para este propdsito.

62



APROXIMACION ASINTOTICA DE LA FUNCION FACTORIAL EN UNA VARIABLE

Definiciéon 3.2. La funcién Gamma se define a través de una integral impropia
conocida como la integral de Euler de segunda especie. Para un niimero complejo
z con una parte real positiva, se define como:

I'(2) :/ t*"le7tdt, (Re(z) > 0).
0
si evaluamos la funcién I' en n natural obtenemos,
I'(n)=(n-1)!

La conexién fundamental entre la funcién Gamma y la funcién factorial se establece
mediante la siguiente identidad:

I'(n+1) = (n)!

Esta relacién demuestra que la funcién Gamma coincide con el factorial para todos
los numeros enteros no negativos, pero su dominio de definicién es mucho ma&s
amplio. Algunas propiedades de la funcién Gamma que se reflejan en las de los
factoriales:

La funcién Gamma satisface la relacién de recurrencia: I'(z + 1) = 2I'(z). Donde
esta es una generalizacién de la propiedad n! = n(n — 1)!. Gracias a la funcién
Gamma, es posible asignar un valor a “factoriales”de nimeros no enteros [21].

Ejemplo 3.3. Calcule (1/2)!.
Utilizando la relacién I'(§ + 1) = (3)!.
Sabemos que I'(1/2) = +/m, por lo tanto:

3 1 1 s
F(z) = 2F<2 =%

Asi, podemos decir que:

El analisis asintético estudia el comportamiento de funciones cuando una variable
(usualmente n) tiende a un valor limite (como oo o 0). Las notaciones O, 0,y y ~,
son herramientas fundamentales para comparar funciones en este contexto [2, 18].

Definicién 3.4. Sea f(n) = O(n), es de orden superior cuando n — oo si existen
constantes C' > 0y ng € N tales que:

[f(n)| < C - g(n)]

para todo n > ng.
Ejemplo 3.5. 3n? + 5n + 2 = O(n?), porque para n > 1,
3n2 +5n + 2 < 10n?

Un caso particular: Si f(n) = O(1), entonces f(n) esta acotada cuando n — oo.

Definicién 3.6. Sea f(n) = o(g(n)), es de orden inferior cuando n — oo si:

TG

n—o0 g(n)
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Ejemplo 3.7. n = o(n?), porque:

Definicién 3.8. Sea f(n) ~ g(n), es equivalente asintéticamente cuando n — oo

si:
lim 7f(n) =1
n—oo g(n)

Ejemplo 3.9. n! ~ v2mn(2)".

Una de las aplicaciones en el andlisis de n! es la aproximacién de Stirling:

n! ~ 27m(%)" (n — o0).

Aqui la equivalencia asintdtica ~ captura el término dominante, mientras que O y
o permiten refinamientos.

La aproximacién de Stirling para el factorial n! puede obtenerse mediante diferentes
métodos, entre los que estan: la integracién por partes, el método de Laplace y la
formula de Euler-Maclaurin [24].

La integracién por partes es esencial para conectar la funcién I'(n 4+ 1) con n!.

La funcién I' generaliza el factorial para nimeros complejos, su integral es:

o0
I'(z) = / t*~le~tdt.
0
Si integramos por partes I'(z 4+ 1), tomando:
uw=1t*—du=z- -t""dt,

t
)

dv=e tdt >v=—e"

obtenemos:
oo 00
Nz+1) = [— tze_t} + z/ t*~le7tdt = 2T(2).
0 0

Para z = n entero, demuestra la relacién recursiva del factorial:
nl=n-(n-—1),

sin embargo, no da directamente la aproximacién de Stirling, sino que nos ayuda a
entender la estructura de I'(2) [21].

La integral de Laplace se utiliza para aproximar el valor de integrales de la forma:
b
/ eMI@de, cuando M — 0o
a

donde f(z) tiene un méximo unico y pronunciado en el intervalo [a,b]. Usando la
representacion integral de I'(n + 1):

oo
n!:/ et dt.
0
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Hacemos el cambio de variable ¢ = ns, para enfocarnos en el comportamiento
cuando n — o0:

o0 oo
n! = n"“/ e "s"ds = n"*l/ enIns=s) (s,
0 0

Definiendo f(s) = ins — s. Donde el méximo de f(s) ocurre cuando s = 1:

f(y=o,
1) = -1
Aplicando el método de Laplace alrededor de s = 1:
"1 s —1)2
O

Entonces:
> (s=1)2
n! zn”Jrle*"/ e "z ds.
— 00

La integral es una Gaussiana:

> 2 2
—_nu

/ e " Tdu=4/—.

. n

n
| ntl. —m |2 n
nlan"""e — =V2mn| -] ,
n e

Por lo tanto:

donde esta es la formula de Stirling.

El método de Laplace es clave para obtener Stirling desde la integral de I'(n+1). Es
muy potente para integrales exponenciales pero requiere que f(z) tenga un méximo
bien definido.

Teorema 3.10. Dada f € 027’L+2[a,b], con a,b € Z, se cumple:

Boy, _ _
/ flayar + LOTIO Z o) ( FED(p) - pk 1><a>) + R
Donde Bsy, son los nimeros de Bernaullz, m €S un término de error, acotado por
derivadas de f [23].

La férmula de Euler-Maclaurin es otra forma de deducir Stirling usando la aproxi-
macién de sumas por integrales.
Partiendo de:

= i Ink.
k=1

Aplicamos la férmula de Euler-Maclaurin a f(k) = Ink:

= " Inn <~ B
Z f(k) = / Inzxdr + — + m (f@m=V(n) 4 C + error.
1 2 el (2m!)

Donde:
/lnxdaj =zlnx — x,
(2m — 2)!

m?'m—l

FEmI (@) =
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Tomando M = 1 y despreciando términos de orden superior:

Inn By 1 Inn 1
' ~ —_ —_— —_— = _ —_— _—
In(n!) ~nlnn —n + 3 +C+ 5 1 nlnn —n+ 3 +C+ on

Para determinar C, se compara con el resultado exacto de I'(n), obteniendo:

C =2n.

Finalmente, exponenciando se recupera la aproximacion de Stirling:

n n
n!l ~ 27771() .
e

La férmula de Euler-Maclaurin refina la aproximacién de In(n!) mediante nimeros
de Bernoulli. Bastante precisa para sumatorias porque corrige con derivadas, pero
necesita funciones suaves y cdlculo de los nimeros By, [23, 24].

El comportamiento asintético de una funcién factorial n! y sus aproximaciones son
importantes para entender su crecimiento cuando n es grande, n! es aproximada-
mente exponencial-exponencial, es decir, crece mas rapido que cualquier funcién
exponencial a”, pero mds lento que funciones como n™ [17].

Por lo tanto, el factorial puede acotarse mediante funciones més simples definiendo
cotas para estos:

Cota inferior: (%)™ < n! (demostrable usando e* > x + 1).

Cota superior: n! < n", ya que

nl=nxnmh-1)x---x1<nxnx---xn=n"

Una cota més ajustada es:

)" <l < ev/n(=-)"

e

(

3.2. Aproximaciones Clasicas y Modernas.

La féormula de Stirling, es un método de aproximacion clésica para estimar facto-
riales y valores de la funcién Gamma I'(n + 1).
La féormula completa es la siguiente:

n! ~ 27m<n> .
e

Su versiéon mas basica es rapida, pero poco precisa con nimeros pequenos, aungue
mejora significativamente al aumentar el valor de n, y tiene un error relativo de
aproximadamente:

n n
e

1
12n°
Muy 1til en fisica estadistica y probabilidad cuando n es grande [6].

Er’ro’rrelati'uo ~

Ejemplo 3.11. Calcule el factorial para n = 10 usando la formula de Stirling.
Solucién. Sabemos que 10! = 3,628, 800 y para aproximar mediante la formula de
Stirling con n = 10 tenemos.

10
1
Vo 10(2) = 3,598, 695,62

Donde la formula de Stirling nos da una aproximacién con un 99,17 % de precisién
y un error relativo de 0,83 %.
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Mas tarde, se desarrollé una versién refinada que incluye un término adicional,
ofreciendo mayor exactitud incluso con nimeros moderados, ideal para aplicaciones
practicas donde se necesita un equilibrio entre simplicidad y precision.

La férmula de Stirling+1, surgié como una extensién con un término correctivo y

viene dada por:
n\" 1
I~ V2 — 1+ —

esta version mejora la aproximacion basica, como también mejora significativamente
la precision para n pequenos o moderados y reduce el error a:

1
288n2’

siendo ideal para aplicaciones pricticas en estadistica y optimizacién [24].

ETTOTrelativo ~

Ejemplo 3.12. Calcule el factorial para n = 10 usando la férmula de Stirling+1.
Solucién. Para aproximar mediante la formula de Stirling+1 con n = 10 tenemos.

10

10 1

V2m-10| — 1+ — ) =3,628,684,75
e 12n

Donde la formula de Stirling+1 nos da una aproximacién con un 99,997 % de pre-

cisién y un error relativo de 0,003 %.

La funcién Gamma I'(z) es la herramienta tedrica exacta por excelencia, ya que
generaliza el factorial a nimeros complejos y no enteros, esta funcién no es una
aproximacién sino una definicién exacta del factorial, para cdlculos exactos o gene-
ralizaciones [12].

Cuando se requieren valores exactos o extensiones a nimeros complejos y no ente-
ros. Es fundamental en matematicas avanzadas y fisica tedrica, aunque su célculo
requiere métodos numéricos en la mayoria de los casos.

Ejemplo 3.13. Calcule el factorial para n = 10 usando la funcién Gamma.
Solucién. Para aproximar mediante la funcién Gamma con n = 10 tenemos.

o0
D(n+1) :/ (D=1 —t gy
0

(10 +1) :/ tA0+ D=1t g — 3,628, 800.
0

Donde la funcién Gamma nos da el valor exacto de 10!.

Finalmente, la férmula de aproximaciéon de Ramanujan es una alternativa maés
precisa a la féormula de Stirling, especialmente 1util para valores de n pequenos o
moderados.

La férmula es la siguiente:

30

Aunque Stirling es practica para estimaciones répidas, la aproximacién de Rama-
nujan, basada en una profunda intuicién matematica, es la opcién preferida cuando
se busca la méxima exactitud [16].

n n 1 é
n'zﬁ() <8n3+4n2+n—|—> .
e
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Ejemplo 3.14. Calcule el factorial para n = 10 usando la aproximacién de Rama-
nujan.

Solucién. Para aproximar mediante la aproximacién de Ramanujan con n = 10
tenemos.

. N\
ﬁ(%) (8n3+4n2+n+%) — 3,628,800,3L.

Donde la aproximaciéon de Ramanujan nos da una solucién casi exacta con un error
de 1077 %.

En resumen, cada método tiene su lugar: la férmula de Stirling es practica para
estimaciones rapidas, su version refinada mejora la precision sin complicar dema-
siado los calculos, la funcién Gamma es la herramienta tedrica por excelencia, y la
aproximacién de Ramanujan ofrece la mayor exactitud para casos que lo requieren.
Con los métodos anteriores podemos resumir lo siguiente:

CuADRO 1. Comparacién de métodos de aproximacién factorial

Método Precision n =1 | Precision n = 10 Complejidad
Stirling bésica ~ 8% error ~ 0,8 % error Muy simple
Stirling+1 término | ~ 0,7 % error ~ 0,008 % error Simple
Ramanujan ~ 0,01 % error ~ 1077 % error Menos simple
Funciéon Gamma Exacta Exacta Evaluacién numérica

A continuacién se muestran tablas comparativas para los valores de n = 1y n = 10.

1.2 T T T

0.9990 1.0003

Valor
(=]
(s3]

04r

Gamma Stirling Stirling+1  Ramanujan

Figura 1. Comparaciéon de aproximacién para n = 1: Gamma,
Stirling, Stirling+1 y Ramanujan.
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4e+06 T
3628800.0 3598695.6 3628684.7 3628800.3

3e+06 -

2e+06 -

1e+06

Gamma Stirling Stirling+1  Ramanujan

Figura 2. Comparacién de aproximacién para n = 10: Gamma,
Stirling, Stirling+1 y Ramanujan.

4. CONCLUSIONES

El andlisis asintdtico de la funcion factorial nos ha permitido explorar distintas
aproximaciones, cada una con sus ventajas y limitaciones. La cldsica férmula de
Stirling, aunque sencilla y elegante, muestra errores significativos para valores pe-
quenos de n. En cambio, las aproximaciones refinadas, como las de Ramanujan,
logran una precisién impresionante incluso con n bajo, gracias a la inclusién de
términos de correccion més detallados. Esto nos lleva a una conclusién practica: la
elecciéon de la aproximacién depende del contexto. Para desarrollos tedricos o andli-
sis de comportamiento en el limite, Stirling es suficiente y mas manejable. Pero en
aplicaciones numéricas donde cada decimal cuenta, como en simulaciones o algo-
ritmos de alta precision, las férmulas mejoradas o las de Ramanujan son la mejor
opcion.

Este estudio sugiere varias direcciones prometedoras para futuras investigaciones:

1. Extensién a funciones generalizadas: Aplicar estos métodos a la funcién
Gamma incompleta y versiones multivariadas, con potenciales aplicaciones
en estadistica bayesiana y fisica tedrica.

2. Anélisis en el plano complejo: Investigar el comportamiento asintético cuan-
do z es complejo, particularmente para la funcién Gamma I'(z), lo que podria
tener implicaciones en teoria de ntimeros y analisis complejo.

3. Optimizaciéon computacional: Desarrollar algoritmos eficientes basados en
estas aproximaciones para el calculo de factoriales grandes o coeficientes
binomiales, relevante en criptografia y procesamiento de datos a gran escala.
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4. Enfoques heuristicos al estilo de Ramanujan: Explorar métodos empiricos
que combinen intuicién y rigor mateméatico para descubrir nuevas aproxima-
ciones de alta precision, inspirados en el legado de Ramanujan.

5. Aplicaciones interdisciplinarias: Adaptar estas técnicas a problemas en ma-
chine learning como la optimizacién de hiperparametros.

Cada una de estas lineas no solo profundizaria nuestro entendimiento teérico, sino
que también podria generar herramientas practicas para desafios cientificos y tec-
noldgicos actuales.

En definitiva, el estudio del factorial y sus aproximaciones no es solo un ejerci-
cio tedrico, sino una herramienta poderosa con aplicaciones practicas en multiples
areas. A medida que avanzan las técnicas numéricas y las necesidades computacio-
nales, seguirdn surgiendo mejoras y generalizaciones que enriquecerdn ain més este
campo.
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APLICACION DE REDES NEURONALES Y MODELOS
LINEALES ESTADISTICOS PARA EL ANALISIS DE DATOS
EXTREMOS EN EVENTOS CLIMATICOS

RONALD GUSTAVO ORELLANA REYES

RESUMEN. Este estudio enfoca la aplicaciéon de Redes Neuronales Perceptrones
Multicapa (MLP) para el andlisis de eventos clim4ticos extremos en Honduras,
utilizando datos diarios de temperatura y precipitacién proporcionados por el
Instituto Hondureno de Ciencias de la Tierra (IHCIT) de la UNAH. Utilizando
Redes Neuronales Perceptrones Multicapa (MLP), que transforman las series
de tiempo en un formato tabular mediante la transformacién de datos para
optimizar las variables. Esto permite a las MLP modelar patrones complejos
de forma no secuencial, diferencidandose de enfoques recurrentes. Los resul-
tados de esta investigacién son fundamentales para validar la viabilidad de
implementar esta metodologia en diferentes estaciones meteoroldgicas, lo que
proporcionard una visién méas exacta del comportamiento de la precipitacién.
Estos hallazgos pueden orientar directamente la formulacién de estrategias de
adaptacién y mitigacién climética en Honduras, ofreciendo una contribucién
valiosa para enfrentar este desafio regional.

ABSTRACT. This study focuses on the application of Multilayer Perceptron
(MLP) Neural Networks for the analysis of extreme climate events in Hondu-
ras. It uses daily temperature and precipitation data provided by the Hondu-
ran Institute of Earth Sciences (IHCIT) at UNAH. The methodology employs
MLPs to transform time series data into a tabular format by optimizing varia-
bles through data transformation. This approach allows MLPs to model com-
plex, non-sequential patterns, distinguishing them from recurrent methods.
The results of this research are fundamental for validating the feasibility of
implementing this methodology at various weather stations, which will pro-
vide a more accurate understanding of precipitation behavior. These findings
can directly guide the formulation of climate adaptation and mitigation stra-
tegies in Honduras, offering a valuable contribution to tackling this regional
challenge.

1. INTRODUCCION

El cambio climético es una verdad absoluta siendo uno de los mayores desafios
en nuestra era actual, con profundas consecuencias en la economia global, sectores
como la agricultura como, cambios en la calidad de los cultivos, ecosistemas y maés
importante en la vida de cada persona. En concreto, la frecuencia e intensidad de
los eventos climéticos extremos, como sequias prolongadas, inundaciones y huraca-
nes mas devastadores estdn en aumento [6,7], presentando una amenaza constante
para la estabilidad y el desarrollo de muchas regiones del mundo y principalmente
en territorio hondureno.

Fecha: Julio del 2025.
Palabras y frases clave : GLM, Valores Extremos, Machine Learning, Cambio Climdtico.
1
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Comprender la naturaleza de estos fendmenos y desarrollar herramientas robus-
tas es esencial para construir resiliencia y mitigar el impacto de alguna manera. Los
modelos lineales han sido una base para el analisis de datos, sin embargo, cuando se
estudia datos de eventos climaticos extremos, sus caracteristicas a menudo violan
los supuestos de linealidad y normalidad que subyacen a estos modelos. Los datos
extremos suelen ser asimétricos, con varianzas que dependen de la media, presen-
tando una alta tasa de valores atipicos, lo que limita la capacidad de los modelos
lineales clésicos para capturar con precisiéon su comportamiento. Es aqui donde los
modelos lineales generalizados GLM emergen como una herramienta metodologica
prometedora [1,2]. Los GLM ofrecen una flexibilidad inherente al permitir el uso de
diferentes distribuciones de probabilidad y funciones de enlace, lo que hace que sea
adecuado para modelar la complejidad y las distribuciones no Gaussianas inheren-
tes a los valores extremos [8,15].

En este estudio nos adentraremos en la aplicacién de diversos enfoques GLM pa-
ra la estimacion y andlisis de eventos climaticos extremos en Honduras. Usaremos
como parametro indicador del cambio climético la temperatura y sus variaciones
desde el ano 1948 hasta 2017, con el objetivo de hacer una revisién exhaustiva de
las caracteristicas estadisticas de las variables, temperatura, humedad, altitud, re-
gién, tipo de suelo. Posteriormente aplicar modelos GLM, con el andlisis y célculo
de valores extremos con el fin de estimar y predecir la ocurrencia o magnitud de
tales eventos, usando diferentes familias de distribuciones (como Poisson, Binomial
Negativa o Gamma) y funciones de enlace dentro del marco GLM, permitiendo
ajustar asi el modelo a la naturaleza especifica de los valores extremos.

A pesar de la robustez de los GLM, la complejidad de los sistemas climéaticos y la
vasta cantidad de datos disponibles han abierto la puerta a métodos mas avanzados
como técnicas de Machine Learning y en particular las Redes Neuronales(NN) [14],
capturando relaciones dindmicas y dependencias temporales en las series de datos
climaticas. En este estudio se aprovechara la combinacién de la solidez de los GLM
con la capacidad de aprendizaje de patrones de la Redes Neuronales para tener
una mejor capacidad de analisis y prediccién de los mismos. El proceso de selec-
cién y comparativa entre diversos métodos de evaluacién de modelos sera crucial,
estos modelos seran evaluados utilizando criterios de informacién como el Criterio
de Informacién de Akaike (AIC) y el Criterio de Informacién Bayesiana (BIC) [22],
de manera simultanea, se entrenaran y validaran diferentes arquitecturas de redes
neuronales, optimizando sus hiperparametros.

Los resultados de esta evaluacién nos permitiran determinar el modelo 6ptimo
para la estimacién y prediccién de eventos climéticos e iluminaran las numerosas
implicaciones y significativos beneficios que esta conlleva, tales como preveer infor-
macién para la toma de decisiones. fomentar el avance cinetifico y metodoldgico,
y contribuir al desarrollo sostenible, el ambiente y la adaptacién al cambio climatico.

Este estudio aplica los Modelos Lineales Generalizados (GLM) y Redes Neurona-
les (NN) [9,10] un sistema computacional de aprendizaje supervisado, para analizar
y proponer soluciones a los eventos climaticos en Honduras, siendo este parte de
las areas de investigacién de la UNAH, especificamente en el tema prioritario de
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Cambio Climéatico y Vulnerabilidad, y buscard comparar los resultados con inves-
tigaciones previas que utilizarén modelos lineales dindamicos.

2. ANTECEDENTES

Antes de la llegada de los GLM modelos lineales generalizados, el andlisis es-
tadistico estaba anclado a la regresién lineal clasica. Esta poderosa herramienta
imponia supuestos restrictivos, como la normalidad de los residuos y una relacién
lineal entre las variables, que a menudo no se cumplen en el mundo real, especial-
mente en eventos climéticos. Para abordar estas restricciones, los investigadores
recurrian a transformaciones de datos, que es un proceso tedioso.

Un momento crucial en la estadistica fue la publicaciéon Generalizad Linear Mo-
dels por John Nelder y Robert Wedderburn en 1972 [1]. Este trabajo innovador
no solo marcé el nacimiento, sino que también unificé técnicas estadisticas como la
regresiéon logistica, regresién de Poisson, regresién Gamma, bajo un marco concep-
tual coherente. La propuesta radicé en identificar una estructura fundamental, una
funcién de enlace que conectaba la media de la variable con un predictor lineal y
una variable de respuesta cuya distribucién pertenecia a la familia exponencial [2].
El 1970, el software GLIM (Generalizad Linear Interactive Modelling), facilité atin
mas su aplicacién, consolidando a los GLM como una herramienta indispensable en
diversos campos como, biologia, economia, y para estudios de ciencias ambientales

3, 4].

La comprensién y preparacién florecié en el siglo XX. Su auge vino con Emil
Gumbel en la década de 1950, quien senté las bases de la teoria de los valores
extremos (TVE), su trabajo y la de otros pioneros llevaron el desarrollo de estas
distribuciones y posteriormente a la distribucién generalizada de Pareto, esenciales
para estimar la probabilidad y magnitud de fenémenos raros, como inundaciones y
sequias [5,6]. Estas distribuciones se volvieron esenciales para estimar la probabi-
lidad de ocurrencia y la magnitud de eventos poco frecuentes, como inundaciones
histéricas o sequias prolongadas, proporcionando informacién vital para la planifi-
cacion de infraestructura y la gestion de desastres. A medida que la disponibilidad
de datos climéticos de largo plazo y la capacidad computacional aumentaron, la
aplicacién de TVE en climatologia se intensifico con més datos y capacidad compu-
tacional [7,8].

La versatilidad de los modelos Lineales Generalizados (MLG) permite modelar
caracteristicas de eventos extremos que no se ajustan a TVE, como la frecuencia de
dias con temperaturas extremas o los parametros de las distribuciones de valores
extremos [9]. La complejidad de los sistemas climéticos y la gran cantidad de datos
han impulsado la emergencia de “machine learning” (ML) en redes neuronales (NN).

El concepto de redes neuronales artificiales se remonta a 1943 con el trabajo de
Warren McCulloch y Walter Pitts, quienes desarrollaron el primer modelo compu-
tacional de neuronas, demostrando cémo podian realizar funciones légicas simples
[10]. Posteriormente, en 1958, Frank Rosenblatt introdujo el Perceptrén, un modelo
que simulaba la capacidad de aprendizaje y que desperté un gran entusiasmo inicial
[11]. Sin embargo, la investigacién en NN experiment6 un perfodo de “invierno” en
las décadas de 1970 y 1980 debido a las limitaciones computacionales y a las criticas
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sobre las capacidades del Perceptron, notablemente por Minsky y Papert en 1969
[12]. El resurgimiento de las redes neuronales se produjo a partir de la década de
1980, impulsado por avances tedricos como el desarrollo del algoritmo de retropro-
pagacion (backpropagation), el aumento exponencial de la potencia computacional
y la disponibilidad de grandes volimenes de datos. Figuras como John Hopfield
en 1982 y el trabajo de Teuvo Kohonen con sus mapas autoorganizados en 1982,
renovaron el interés en el campo [13, 14]. Desde entonces, las Redes Neuronales han
demostrado una capacidad sin igual para aprender patrones no lineales y depen-
dencias complejas en grandes conjuntos de datos, lo que las hace particularmente
adecuadas para modelar la intrincada dindmica de los sistemas climaticos y sus se-
ries temporales [15]. En el andlisis de eventos extremos, las NN ofrecen la posibilidad
de capturar relaciones sutiles entre variables climaticas (temperatura, humedad, al-
titud, etc.) y la ocurrencia o magnitud de eventos extremos, complementando los
enfoques estadisticos paramétricos al proporcionar una perspectiva de modelado
basada en datos para la prediccion y clasificacion de fenémenos extremos.

3. MODELADO DE EVENTOS CLIMATICOS EXTREMOS CON REDES
NEURONALES NO SECUENCIALES

3.1. Preliminares. En esta seccién, exploraremos conceptos fundamentales pa-
ra comprender el andlisis de eventos climaticos extremos mediante redes neuronales
(NN). Discutiremos la naturaleza de los datos climdticos la importancia de los
valores extremos y la capacidad de las redes neuronales para modelar estos fenéme-
nos. Aunque nuestros datos se originan como series temporales (temperatura a lo
largo del tiempo), nuestro enfoque se centrard en transformar estas secuencias en
un formato tabular de caracteristicas para ser procesadas por redes neuronales no
secuenciales, permitiendo asi una comparaciéon directa con estudios previos que
emplearon modelos lineales dinamicos.

8.1.1. La Naturaleza de los Datos Climdticos y Valores Extremos. Los datos climati-
cos, como la temperatura, la humedad y la precipitacién, suelen recopilarse a lo largo
del tiempo, formando series temporales. Este conjunto de observaciones sobre los
valores que toma una variable cuantitativa en diferentes momentos del tiempo, de-
notados como Y7, Y5, Y3, ..., Y7, donde Y; es el valor en el instante ¢, pueden exhibir
diversos comportamientos [13].

Es comun observar la presencia de una tendencia (comportamiento predominan-
te 0 cambio de la media a largo plazo), un ciclo (oscilaciones de larga duracién
alrededor de la tendencia, como fenémenos climéticos que durdn varios anos), o
variaciones estacionales (movimientos peridédicos dentro de un periodo corto y co-
nocido, influenciados por factores institucionales y climéaticos). El componente alea~
torio representa los movimientos erraticos e impredecibles que no siguen un patrén
especifico [13].

Sin embargo, para nuestro analisis, el interés recae en los eventos o valores extremos,
que representan desviaciones significativas de las condiciones promedio y tienen im-
pactos sustanciales. Modelar estos eventos directamente con la secuencia temporal
puede ser complejo, especialmente cuando se busca un contraste con metodologias
que no se basan puramente en la dindmica secuencial.

La razén por la que los datos de valores extremos pueden ser dificiles de mane-
jar con modelos lineales clasicos radica en sus propiedades estadisticas. A menudo,
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presentan distribuciones asimétricas, con varianzas que dependen de la media, y
una alta tasa de valores atipicos [6,7]. Estas caracteristicas violan supuestos cla-
ve de los modelos lineales tradicionales, lo que limita su capacidad para capturar
con precisién el comportamiento de estos fenémenos criticos. Es por ello que en-
foques més flexibles como los Modelos Lineales Generalizados (GLM) [1,2,8,15], ¥
especialmente los modelos de “Machine Learning” como las Redes Neuronales, son
particularmente adecuados para este tipo de datos.

3.2. Modelos Tradicionales en Analisis de Series de Tiempo Climaticas.
Para contextualizar el concepto de este estudio, es importante reconocer las meto-
dologias que histéricamente han sido empleadas en el andlisis predictivo de series de
tiempo, que puede descomponerse en cuatro componentes que no son directamente
observables, de los cuales inicamente se pueden obtener estimaciones. Estas cuatro
componentes son: tendencia, ciclo, estacionalidad y aleatoriedad.

8.2.1.  Modelos Estadisticos ARIMA. Originados en la economia, los modelos ARI-
MA son valorados por sus caracteristicas estadisticas, su capacidad de implementar
un rango de modelos exponenciales que aportan suavidad, y por la integracion del
método de Box-Jenkins durante la fase de entrenamiento [16]. La comprensién de
estos modelos a menudo requiere el concepto del operador de retrasos B, donde
para una serie de tiempo Y;, la serie con retraso se denota por BY; = Y; — 1,
y andlogamente ByY; = Y; — k [16]. Un modelo ARIMA (p,d, q), sus respectivos
parametros puede representarse mediante la ecuacién:

(1= BYY; = u+ o(B)(1 = B)'Y: = u+ 6(B)Z(t) + O(B)er

Donde (p,d, q) son los 6rdenes de las componentes autorregresiva, integrada y de
media mévil, respectivamente p es una constante, ¢(B) y 6(B), son polinomios en el
operador de retrasos, Z(t), es el proceso estacionario resultante de la diferenciacion,
y € es un término de error de ruido blanco.

3.3. Redes Neuronales. Las Redes Neuronales Artificiales (RNA o NN) son un
tipo de inteligencia artificial que intenta imitar la forma en que el cerebro humano
funciona [9]. En lugar de utilizar un modelo digital basado en operaciones boolea-
nas, una red neuronal opera creando conexiones entre elementos procesados, que
son el equivalente computacional de las neuronas [12,14].

Las redes neuronales son particularmente efectivas en la prediccién cuando se dispo-
ne de una base de datos grande previa a las situaciones a predecir. Son un conjunto
de algoritmos modelados holgadamente en el cerebro humano, disenados para re-
conocer patrones. Interpretan datos sensoriales a través de percepcién de maquina,
etiquetando o agrupando los datos de entrada. Los patrones reconocidos son numéri-
cos, contenidos en vectores, hacia los cuales todos los datos reales (sean imagenes,
sonido, texto o, para nuestro caso, datos climéticos) deben ser traducidos [14, 24].
Inspirdndose en el cerebro biolégico, una red neuronal artificial es una coleccién
de unidades conectadas, también llamadas neuronas. La conexion entre las neuro-
nas puede transportar senales entre ellas. Cada conexién transporta un valor de
ntmero real, el cual determina la fuerza de la senal [15]. A un nivel mds fundamen-
tal, una neurona tiene entradas a través de sus dendritas y transmite senales de
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salida mediante un axén, que entra en contacto con otras neuronas en uniones es-
pecializadas llamadas sinapsis, pasando sus senales de salida para repetir el proceso.

Los sistemas neuronales artificiales (ANS) se inspiran en la estructura del sistema
nervioso bioldgico para desarrollar sistemas de procesamiento paralelos, distribuidos
y adaptativos, que pueden exhibir cierto grado de comportamiento inteligente. Las
neuronas artificiales se organizan en capas que forman una red neuronal. Estas redes
neuronales, ya sea individualmente o interconectadas, pueden constituir sistemas de
procesamiento global. La siguiente figura presenta un modelo basico de una neurona
artificial y su correspondencia con la neurona biolégica. Este modelo consta de los
siguientes elementos:

= Un conjunto de pesos sinapticos w; asociadas con cada una de las entradas
x(t).

= Una regla de propagacion, tipicamente expresada como la suma ponderada
de las entradas : h;(t) = > w;jz;(t).

= Una funcién de activacién f; para calcular la salida de la neurona : y;(t) =

fi(hi(t)).
x,  sinapsis NEURONA i
x, Wi1  cuerpo celular
axon
X, R e 4
Entradas i

yi=f( ZW;x;-0; )

umbral

dendritas

FiGUurA 1. Modelo Estédndar [24]

3.3.1. Deep Learning y Redes Neuronales Profundas. El deep learning (aprendi-
zaje profundo) es una forma de “machine learning” que permite a las computadoras
aprender a partir de la experiencia y entender el mundo en términos de una jerarquia
de conceptos. A medida que la computadora recopila informacién de experiencia,
no es necesario que un operador humano especifique el conocimiento requerido. La
jerarquia de conceptos permite que la computadora aprenda conceptos complicados
construyéndolos a partir de conceptos més sencillos [14].

Los modelos de aprendizaje profundo tienen la ventaja de ser capaces de descu-
brir automaticamente estructuras intrincadas en datos de altas dimensiones, una
tarea que comtunmente requiere un trabajo manual exhaustivo en el caso de métodos
como el bosque aleatorio. Estos modelos se construyen utilizando miltiples capas
de neuronas artificiales o nodos, disenadas para replicar la estructura y funciona-
miento del cerebro humano. Al procesar datos y crear patrones para la toma de
decisiones, estos modelos son la clave tecnoldgica detras de aplicaciones avanzadas,
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incluyendo el procesamiento de lenguaje natural, reconocimiento de voz, visién por
computadora y bioinformética [16].

3.8.2.  Funciones de activacion. Una funcién de activacién, que simultdneamente
representa la salida de la neurona y su estado de activacién, se denota como
yi = fi(hi) = fl(Z;LZ ,wijz;) . Existen varios ejemplos de funciones de activacién,
entre ellos:

= Neurona todo-nada.

= Neurona continua sigmoidea.

3.3.3.  Arquitecturas Relevantes para este estudio. Para representar adecuadamen-
te las multiples entradas de una neurona, se emplea notaciéon matricial para los
pesos W. Cada entrada individual py, ps, ..., pr estd asociada con pesos especificos
w11, W1,2, ..., W1, I en la matriz de pesos W. La salida n puede expresarse mediante
la siguiente ecuacion:

n=wi,1lp +wy,2p2+..+wy, Rpr+b

Red Neuronal Multicapa (MLP):También conocida como red neuronal densa o
feed-forward, es una arquitectura fundamental en el aprendizaje automatico. Su
principal caracteristica es que la informacién fluye en una unica direccion, desde
la capa de entrada hasta la de salida, sin bucles de retroalimentacién. Este modelo
opera como una funcién no lineal que aprende y compone las transformaciones de
sus neuronas para identificar relaciones complejas en los datos. Aunque la topo-
logia de la red puede variar, la configuracion més utilizada se organiza en capas
discretas: una capa de entrada, una o varias capas ocultas y una capa de salida.
Esta estructura le permite modelar una amplia gama de problemas de prediccién y
clasificacién, cuya arquitectura se muestra en la figura 1.

Las matrices de peso conectadas a las entradas se denominan matrices de pon-
deraciéon o matriz de pesos de entrada, mientras que aquellas que utilizan la salida
proveniente de otra capa se denominan matrices de pesos. Los superindices iden-
tifican la fuente (segundo indice) y el destino (primer indice) para distinguir los
pesos y otros componentes de la red. En la Figura 2 se presenta una red neuronal
de entrada multiple compuesta por una capa. Aqui, S representa la cantidad de
neuronas de la capa 1, y R denota el niimero de elementos del vector de entrada. Se
observa que para la matriz de ponderacién o pesos conectada al vector de entrada
D, se le asigna I 1, donde el segundo indice indica la fuente 1 y el primer indice
también es 1. Los sesgos, las entradas netas y las salidas de la capa 1 tienen un
superindice 1, indicando que pertenecen a la primera capa.
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FIGURA 2. Perceptrones Multicapa

3.4. Resultados y experimentacién. Se trabajé con un conjunto de datos
climaticos reales, los cuales fueron recopilados como un promedio diario y estruc-
turados en una base de datos tabular, para la fase de experimentacién, se adopté
una estrategia de validacién basada en la divisién por ano, los datos se usaron para
el entrenamiento de modelos, para la prediccién y evaluaciéon de su rendimiento,
haciendo uso de Rstudio para entrenamiento del modelo, para entrenar el modelo,
obtener diagramas y graficos de conclusion.

El comportamiento de la Temperatura Maxima Promedio (3 dfas) a lo largo
de los anos, se observa un patron estacional recurrente, con picos de temperatura
en los meses de verano y descensos en los de invierno. A diferencia de los mo-
delos tradicionales de series de tiempo como ARIMA, nuestro enfoque utiliza una
red neuronal multicapa no secuencial para capturar este comportamiento periédico.

N2 | Ano | Mes | Dia | PRCP | T_max | T_min
1 1948 1 1 0.47 51 42
2 1948 1 0.59 45 36
3 | 1948 1 3 0.42 45 35
4 | 1948 1 12 0 41 26
5 ]1948 1 13 0 45 29

N¢ | Rain | T_-max (3d) | PRCP (3d) | EE
1 1 1.48 1
2 1 1.32 0
3 1 47 0.90 0
4 0 46 0.92 1
5 0 46.67 1.02 0
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Datos Reales de Temperatura Diaria

e
=
=
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40

Temperatura M axima Promedio (3 dias)

1960 1980 2000 2020
Fecha

FicUurA 3. Datos de temperatura diaria

En lugar de modelar la dependencia directa del tiempo, el modelo utiliza varia-
bles como el dia del ano para entender y replicar la estacionalidad de la temperatura,
lo que le permite hacer una estimacién precisa de los valores diarios a partir de las
caracteristicas de la fecha y de otras variables climaticas.

Curva ROC Comparativa

1.0

0.8
|

Sensitivity
04

| | | | | |
10 08 06 04 02 00

Specificity

FIGURA 4. Anilisis del Rendimiento del Modelo SVM

A diferencia de los modelos ARIMA que exhiben limitaciones en la prediccién
a largo plazo, el modelo SVM demuestra un rendimiento robusto en la tarea de
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clasificacién. La Curva ROC del Modelo SVM (como se ilustra en el grifico) muestra
una trayectoria casi ideal, con un Area Bajo la Curva (AUC) cercana a 1. Esto indica
que el modelo logra una alta sensibilidad y especificidad de manera simultanea, lo
que se traduce en una capacidad excepcional para identificar eventos climéticos
extremos sin generar un numero significativo de falsos positivos.

Mapa de Calor de Correlaciones

FiGUurA 5. Mapa de Calor

El analisis de correlacién usando la red neuronal, confirma que la temperatura
méxima se relaciona fuertemente con variables temporales, esto demuestra que el
modelo aprende la estacionalidad eficazmente, validando asi el enfoque no secuen-

cial.

Temperatura y Predicciones (SVM)

AUC =0.921 » Accuracy = 0.991
Probabilidad (Si)
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éSD * Incorrecto
Z

40 Prediccion
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Ficura 6. Temperatura y Predicciones

Red Neuronal prediciendo la estacionalidad de la temperatura, siguiendo de cerca
los datos reales.
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4. CONCLUSIONES

A continuacion, se resume el trabajo realizado y los hallazgos observados durante
experimentacién.

= El proyecto demostré que la red neuronal multicapa es altamente efectiva
para la estimacién de la temperatura, adaptandose bien a los patrones esta-
cionales de los datos tabulares.

= El modelo Support Vector Machine (SVM) se validé como una herramienta
robusta para la clasificacién de eventos de temperatura extrema.

= E] uso de datos tabulares con modelos no secuenciales es una alternativa via-
ble y precisa a las metodologias de series de tiempo para el andlisis predictivo
del clima.

= Kl andlisis predictivo del clima utilizando una metodologia de aprendizaje
automatico sobre una base de datos tabular, demostré que las redes neu-
ronales multicapa (feed-forward) son efectivas para la estimacién de valores
continuos como la temperatura, adaptandose exitosamente a la estacionali-
dad de los datos.
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