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Presentacion

Este documento fue desarrollado por el profesor David Méndez de la Carrera de Mate-
maticas de la UNAH, presenta articulos divulgativos y de investigacion desarrollados
por estudiantes del Seminario de Investigacién de la Carrera de Matematicas, curso
desarrollado durante el segundo periodo académico del ano 2024. Se abarca una temé-
tica variada: estimaciones robustas, modelos estadisticos y sus aplicaciones, anélisis
topologico de datos, machine learning, LL.Ms, programaciéon funcional,...entre otros;
en algunos de los trabajos se desarrollé una revision bibliografica de trabajos perti-
nentes y se resumi6 segun lo comprendido por cada autor, en otros casos, se realizo

experimentacion original y se obtuvo resultados interesantes.

El objetivo principal de desarrollar este documento es que a futuro, en base a la
experiencia obtenida y después de tener varias experiencias similares, se transforme
en una revista cientifica de Matematicas, cuestién que requiere de mucho trabajo
por parte del equipo de profesores investigadores del programa y otros colaboradores
externos; ademés de ser una muestra de que en la Carrera de Matematicas se estéi
desarrollando en los estudiantes un espiritu investigador. Cabe destacar que docu-

mentos similares se han desarrollado desde el programa de Maestria en Matematicas

de la UNAH.

Todas las revisiones bibliograficas y temas aqui presentados se encasillan dentro de
las lineas de investigacion de la UNAH, entre los temas prioritarios abarcados se en-
cuentran: ciencia, cambio climético y vulnerabilidad, y productividad. Esto evidencia
que la Carrera de Matematicas esta interesada en colaborar con las prioridades inves-

tigativas de la universidad y mantiene un compromiso con vincularse con la sociedad.

Se espera que a futuro se sigan desarrollando publicaciones similares, que a pesar de

ser en su mayoria trabajos de divulgacion, forman un inicio en la actividad investi-



gativa de la Carrera de Matemaéticas.
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ALGORITMOS DE SEGMENTACION APLICADOS A IMAGENES
MEDICAS

OLGA MICHELLE CARRASCO ANDINO

RESUMEN. En este articulo se estudian algoritmos de segmentacién de imége-
nes, con un enfoque particular en la segmentacién del cuerpo humano en iméage-
nes médicas. El objetivo principal es desarrollar una base de datos precisa de
imagenes segmentadas, la cual podra ser utilizada para mejorar el diagnéstico
médico. Se implementa y evalda el algoritmo de Etiquetado de Componentes
Conectados (CCL, por sus siglas en inglés) debido a su eficacia en la identifi-
cacién y separacion de estructuras anatémicas.

ABSTRACT In this article, we study image segmentation algorithms, with a
particular focus on human body segmentation in medical images. The main
objective is to develop an accurate database of segmented images, which can be
used to improve medical diagnosis. The Connected Component Labeling (CCL)
algorithm is implemented and evaluated due to its effectiveness in identifying
and separating anatomical structures.

1. INTRODUCCION

La segmentacién de imédgenes es uno de los pasos mds importantes que conducen
al andlisis de datos de iméagenes procesados, su objetivo principal es dividir una
imagen en partes que tengan una fuerte correlacién con objetos o areas del mundo
real contenidas en la imagen [1]. La segmentacién puede entenderse como la realiza-
cién de dos tareas esenciales: el reconocimiento y la delineacién. El reconocimiento
consiste en identificar los distintos objetos o regiones de interés dentro de la ima-
gen. La delineacién consiste en trazar los limites precisos de esos objetos o regiones
para separarlos claramente del fondo y de otros elementos presentes en la imagen
[2]. Esta combinacién de tareas permite no solo reconocer qué esté presente en una
imagen, sino también definir con precision dénde termina un objeto y comienza
otro.

El desarrollo de algoritmos que segmentan imagenes surgié como consecuencia de
la necesidad de contar con mecanismos automatizados de interpretacién y anélisis
de imégenes. Es por ello, que la segmentacién se ha convertido en un componen-
te clave para el delineamiento de estructuras y otras regiones con el objetivo de
asistir y automatizar ciertas tareas, siendo este el primer paso para la modelacién
tridimensional de una estructura determinada basado en su estructura real [2].

Fecha: Agosto 12, 2024.
Palabras y frases clave. segmentaciéon de imagenes, segmentacién del cuerpo humano, Etique-
tado de Componentes Conectados, imégenes médicas.
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Dado que el proceso de segmentacién de imagenes juega un papel fundamental en el
desarrollo de programas informéticos que utilizan tecnologia de visién por compu-
tador, la aplicacién de este proceso es muy amplia. Por ejemplo, los sistemas de
videovigilancia utilizan la segmentacién de imagenes para identificar objetos den-
tro de las grabaciones de video [3]. Por otro lado, los profesionales del drea de la
salud recurren a la segmentacion de imagenes cuando utilizan programas de imége-
nes médicas, ya que estos deben ser capaces de identificar elementos especificos del
cuerpo humano. Mediante el proceso de segmentacién de imagenes, se ha creado
algoritmos de aprendizaje automatico que pueden detectar tumores malignos en
6rganos especificos del cuerpo humano [4]. En relacién con eso, la tecnologia digital
ha alterado realmente la forma en que los programas informaticos interactiian con
el mundo fisico, pues las fotografias ya no se limitan a sus formas fisicas. La segmen-
tacion de imédgenes tiene muchas aplicaciones en el mundo actual y seguramente se
encontraran nuevas aplicaciones para esta herramienta en un futuro préximo. Estos
nuevos enfoques no solo mejoran la exactitud de la segmentacién, sino que también
reducen el tiempo y los costos asociados al andlisis manual.

La segmentacion de imagenes médicas es un desafio en el campo de la informatica
médica debido a la presencia de bajo contraste, ruido y detalles faltantes en las
imédgenes. Estas caracteristicas dificultan la tarea de segmentar regiones basadas
Unicamente en la intensidad de los pixeles. Por lo cual nos ayudaremos del Algorit-
mo de Etiquetado de Componentes Conectados(CCL), una técnica que escanea la
imagen para identificar y etiquetar regiones de pixeles conectados que comparten
propiedades similares. Estas regiones, denominadas componentes conectados, pue-
den representar objetos, patrones o caracteristicas relevantes en la imagen [5]. Por
lo que, CCL es una herramienta versitil que se puede utilizar para resolver una
variedad de problemas en el procesamiento de imagenes digitales. Es una técnica
esencial para cualquier persona que trabaje en este campo.

Los resultados de este trabajo aportaran herramientas de preprocesado de imagenes
para el proyecto de diagnodstico de cancer de colon a partir de imagenes médicas
con modelos de redes neuronales, llevado a cabo en colaboracién con el Centro de
Innovacién en Realidad Extendida (CIRE) y el Centro de Innovacién en Cémputo
Cientifico (CICC). Este tema se encuentra dentro de los ejes prioritarios de investi-
gacién de la Universidad Nacional Auténoma de Honduras (UNAH), destacando su
relevancia para el avance cientifico y tecnolégico en el ambito de la salud y la medi-
cina. La UNAH apoya activamente esta linea de investigacién debido a su potencial
para mejorar las técnicas de diagndstico y tratamiento del cancer de colon.

2. ANTECEDENTES

La segmentacién de imagenes médicas ha avanzado considerablemente gracias a la
participacion de diversos investigadores y los desarrollos tecnolégicos alcanzados.
Geoffrey Hinton figura entre los pioneros destacados, reconocido por su trabajo
seminal en redes neuronales profundas, las cuales han elevado la precisién y efica-
cia de los algoritmos de segmentacién mediante el aprendizaje profundo [6, 7]. Sus
contribuciones han sido fundamentales para el desarrollo de aplicaciones especifi-
cas en imagenes biomédicas, mejorando tanto la deteccion como la clasificacion de
estructuras de interés.
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Un logro destacado en este campo es la arquitectura U-Net, desarrollada por Olaf
Ronneberger y colaboradores en 2015, disenada especificamente para mejorar la
segmentacién precisa de imédgenes médicas [8]. Esta red convolucional ha sido am-
pliamente adoptada debido a su capacidad para capturar detalles finos y su eficien-
cia computacional en aplicaciones médicas criticas.

Igualmente, herramientas como SimpleITK, desarrolladas por Ziv Yaniv y su equipo
en el 2013, han facilitado el procesamiento y la segmentacion de imagenes médi-
cas mediante una biblioteca robusta y accesible [9]. SimpleITK ha permitido a los
investigadores y profesionales de la salud realizar andlisis precisos, mejorando la
interpretacién clinica de imagenes complejas.

El avance hacia redes neuronales mas profundas y complejas ha sido impulsado por
trabajos como el de Kaiming He et al., quienes introdujeron las redes residuales
(ResNet) en el afio 2016, disenadas para mitigar el problema de degradacién del
rendimiento a medida que aumenta la profundidad de la red [10].

Asimismo, en 1984 técnicas clasicas como el clustering difuso, desarrollado por Ja-
mes C. Bezdek, han encontrado aplicacién en la segmentacion de imagenes médicas
para la deteccién y clasificacién de regiones de interés [11]. Este enfoque ha pro-
porcionado métodos efectivos para gestionar la variabilidad y complejidad de las
imagenes médicas, mejorando la precision y fiabilidad de los resultados.

En 1988, los modelos de contornos activos (snakes), propuestos por Kass, Witkin
y Terzopoulos, han sido fundamentales en la delimitacién precisa de estructuras
anatémicas en imagenes médicas mediante la minimizacién de una energia definida
[12].

Ademais de los avances tecnoldgicos y metodoldgicos mencionados, la segmentacién
de imagenes médicas ha evolucionado en areas especificas como la neuroimagen y
la radiologia diagnéstica. Por ejemplo, técnicas avanzadas de segmentacion basadas
en redes neuronales recurrentes (RNNs) ha demostrado eficacia en la segmentacion
precisa de estructuras cerebrales en imdgenes de resonancia magnética (MRI) [13]

En el &mbito de la medicina personalizada, la segmentacién automética de imagenes
es esencial al permitir la cuantificacion precisa de biomarcadores en imédgenes de
medicina nuclear y PET-CT. Herramientas como las redes generativas adversarias
(GANSs) estén siendo exploradas para mejorar la calidad de las segmentaciones y
superar desafios como el ruido y la variabilidad en imdgenes clinicas [14].

Un avance innovador es la integracién de la inteligencia artificial (IA) en sistemas
de asistencia quirturgica, donde la segmentacién precisa en tiempo real de imége-
nes intraoperatorias es crucial para guiar intervenciones quirtirgicas minimamente
invasivas, no solo mejoran la precision de la cirugia, sino que también reducen el
tiempo de recuperacion del paciente y los costos asociados con procedimientos pro-
longados [15]. En cuanto a los retos futuros, la interpretacion precisa y reproducible
de imagenes médicas sigue siendo un area de investigacion activa. La integracién de
técnicas de aprendizaje semi-supervisado y de transferencia de aprendizaje se per-
fila como una direccién prometedora para mejorar la generalizacién de los modelos
de segmentacién a diferentes tipos de datos clinicos y escenarios de adquisicién [16].



OLGA MICHELLE CARRASCO ANDINO

3. SEGMENTACION EN EL PROCESAMIENTO DE IMAGENES

En el procesamiento de imagenes digitales y la vision por computadora , la seg-
mentacion de iméagenes es el proceso de dividir una imagen digital en multiples
segmentos de imagen , también conocidos como regiones de imagen u objetos de
imagen, que consisten en conjuntos de pixeles. La finalidad de la segmentacién es
simplificar o transformar la representacion de una imagen para que sea méds signi-
ficativa y més sencilla de analizar [17].

Generalmente, la segmentacién de imagenes se emplea para identificar objetos y
limites (lineas, curvas, etc.) en las imdgenes. En términos mds especificos, la seg-
mentacién de imagenes consiste en asignar una etiqueta a cada pixel de una imagen,
de modo que los pixeles con la misma etiqueta compartan determinadas carac-
teristicas. El resultado de la segmentacién de imédgenes puede ser un conjunto de
segmentos que abarcan toda la imagen en su totalidad, o un conjunto de contornos
extraidos de la imagen.

Este problema general se descompone en problemas mas especificos, dando lugar a
ejemplos como:

= Segmentacién por color.

= Segmentacién por texturas.
= Superpixel.

= Segmentacién semantica.

Cada uno de estos problemas especializados asigna un significado particular a las
categorias utilizadas para clasificar los pixeles. Uno de los casos mas bésicos de
segmentacién es la umbralizacién, que es una forma especifica de segmentacién por
color con solo dos categorias: claro y oscuro. En este método, cada pixel se clasifica
como claro u oscuro comparando su intensidad con una intensidad de referencia,
denominada como umbral [1].

3.1. Aspectos Fundamentales de la Segmentacién. Cada algoritmo de seg-
mentacién distingue una cierta cantidad de clases o categorias, y a cada una le
asigna una etiqueta o identificador, un valor entero que el algoritmo utiliza para
representar esa categoria. La clasificacién minima posible es la que distingue dos
categorias, un caso comunmente conocido como segmentacién binaria [17].

Todos los algoritmos de segmentacion trabajan sobre una imagen, que puede ser a
color o en blanco y negro, y produce otra imagen artificial del mismo tamano. En
esta imagen resultante, cada pixel estd marcado con una etiqueta que representa
su categoria. Las dreas formadas por pixeles contiguos con la misma etiqueta se
conocen como segmentos. Estos segmentos pueden visualizarse como piezas de un
rompecabezas: no se superponen entre si y juntos cubren la totalidad de la imagen
[17].

La imagen resultante de una segmentacién estd optimizada para su procesamien-
to computacional, pero no necesariamente para ser visualizada directamente. Para
mostrar los resultados de manera comprensible a un usuario, se requiere una etapa
de visualizacién que asigne colores facilmente distinguibles a cada etiqueta. En lu-
gar de utilizar una imagen con etiquetas, el resultado de una segmentaciéon puede
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ser representado mediante contornos: lineas cerradas que delinean los bordes de los
segmentos de forma arbitraria [1].

4. ETIQUETADO DE COMPONENTES CONECTADOS

4.1. Definiciones y conceptos preliminares. En el analisis de imagenes y pro-
cesamiento de imagenes, la identificacion y etiquetado de componentes conectados
es una técnica fundamental. Para comprender este proceso, es esencial familiarizarse
con varios conceptos clave [18].

Una imagen binaria B se puede obtener a partir de una imagen en escala de grises o
en color mediante una operacién que selecciona un subconjunto de los pixeles de la
imagen como pixeles de primer plano, los pixeles de interés en una tarea de andlisis
de imégenes, dejando el resto como pixeles de fondo para ser ignorados. Los pixeles
de una imagen binaria B son 0’s y 1’s; los 1’s se utilizaran para indicar los pixeles
de primer plano y los 0’s, los pixeles de fondo [17].

Definicién 4.1. (Pixel). Un pixel es la unidad més pequena de una imagen digital,
representada por una posicién en una cuadricula y un valor que define su color o
intensidad. Cada pixel contribuye a formar la imagen completa en una matriz de
coordenadas [z, j].

Definicién 4.2. (Vecinos). Dos pixeles son vecinos de 4 (Ny) si comparten un borde
comun. Para un pixel ubicado en la posicién [, j], sus vecinos de 4 son [i — 1, j], [i +
1,71, [¢,7 — 1], [¢,  + 1] hace referencia a norte, sur, oeste, este respectivamente. Ver
Figura 1. Ademas de los vecinos de 4, un pixel también tiene vecinos diagonales que
comparten una esquina. Para un pixel en la posicién [i, j], sus vecinos de 8 (Ng)
incluyen todos los vecinos de 4 més [i — 1,5 —1],[i— 1,7+ 1], i+ 1,5 —1],[i +1,5+1]
hace referencia a noroeste, noreste, suroeste, sureste respectivamente. Ver Figura
2.

o]

FIGURA 1. 4-vecinos [18].

(¢, ]

FIGURA 2. 8-vecinos [18].
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Definicién 4.3. (Conectividad-Vecinos). Un pixel estd conectado en 4 a otros
pixeles si estos estan entre sus vecinos de 4. Un pixel estd conectado en 8 a otros
pixeles si estos estdn entre sus vecinos de 8.

Definicién 4.4. (Camino). Un camino desde el pixel en [ig, jo] hasta el pixel en
[in,jn] es una secuencia de indices de pixeles [ig, jo], [i1, 1], [i2, J2], - - -, [in, Jn] tal
que el pixel en [ig, ji] es vecino del pixel en [ixt1, jr+1] para todo k con 0 < k < n—1.
Si la relacién de vecindad utiliza la conexién de 4, entonces el camino es un 4-camino;
para la conexién de 8, el camino es un 8-camino. Ver Fiugura 3.

(a) 4-Caminos (b) 8-Caminos

F1GURrA 3. Ejemplo de 4-caminos y 8-caminos [18].

En la Figura 3.a) 4-camino utiliza la conexién de 4. Cada pixel comparte un borde
comun (norte, sur, este, oeste) con el siguiente. En la Figura 3.b) 8-camino utiliza
la conexién de 8. Cada pixel comparte un borde comtin o una esquina (norte, sur,
este, oeste, noreste, noroeste, sureste, suroeste) con el siguiente. Este ejemplo es
importante para entender como los pixeles se agrupan y forman estructuras en la
imagen.

Definicién 4.5. (Primer Plano). El conjunto de todos los pixeles con valor 1 en
una imagen se llama el primer plano y se denota por S.

Definicién 4.6. (Conectividad). Un pixel p € S se dice que esté conectado a g € S
si hay un camino desde p hasta g que consiste tinicamente en pixeles de S.

Notese que la conectividad es una relacién de equivalencia. Para cualquier tres
pixeles p,q y 7 en S, tenemos las siguientes propiedades:

1. El pixel p estd conectado consigo mismo (reflexividad).
2. Si p estd conectado a ¢, entonces ¢ estd conectado a p (simetria).
3. Si p esta conectado a g y ¢ estd conectado a r, entonces p estd conectado a

r (transitividad).

Definicién 4.7. (Componentes Conectados). Un conjunto de pixeles en el cual cada
pixel estd conectado a todos los demds pixeles se llama un componente conectado.
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Definicién 4.8. (Fondo). El conjunto de todos los componentes conectados de S
(el complemento de S) que tienen puntos en el borde de una imagen se llama fondo.
Todos los otros componentes de S se llaman agujeros.

Definicién 4.9. (Borde o Frontera). El borde de S es el conjunto de pixeles de S
que tienen vecinos de 4 en S. Normalmente, el borde se denota como S’.

Definicién 4.10. (Interior). El interior es el conjunto de pixeles de S que no estén
en su borde. El interior de S es (S —57).

Definicién 4.11. (Rodear). La regién T rodea a la regién S (o S estd dentro de T')
si cualquier camino desde cualquier punto de S hasta el borde de la imagen debe
intersectar 7T

(b) M Pixeles de borde
[ Pixeles interiores

(a) Imagen Original __| Pixeles que rodean

Ficura 4. Una imagen binaria con su borde, interior y pixeles
que la rodean. [18].

4.2. Fundamentos del Etiquetado de Componentes Conectados. Una vez
definidos estos conceptos preliminares, procedemos a abordar el CCL. Este proceso
es esencial en el andlisis de imagenes digitales, ya que identifica y asigna etique-
tas Unicas a grupos de pixeles conectados, permitiendo un analisis detallado de la
distribucién y caracteristicas de objetos en la imagen. En esta etapa, se busca no
solo etiquetar cada grupo de pixeles contiguos, sino también comprender céomo se
relacionan entre si dentro de la imagen, facilitando asi andalisis més profundos y es-
pecificos sobre la distribucion y caracteristicas de los objetos o estructuras presentes
en la imagen digital.

El CCL es una operacién sobre imégenes binarias que se emplea para distinguir
objetos (previamente binarizados) presentes en una imagen [17].

Los algoritmos CCL asignan un identificador tinico a cada grupo de pixeles conec-
tados que comparten las mismas propiedades en una imagen. Este estudio se enfoca
en algoritmos que, a partir de una imagen binaria (B), analizan las conectividades
entre pixeles dentro de un vecindario de cuatro (N4) u ocho vecinos (Ng). De esta
manera, al final del proceso, dos pixeles, p y ¢, perteneceran al mismo componente
si ambos forman parte del primer plano o del fondo y existe un camino de pixeles
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del mismo tipo que los conecte, cumpliendo la ecuacién correspondiente, donde S
es un subconjunto de pixeles de la imagen binaria B [19].

p conectado a g < FH{s; € S |51 =p,8p+1 =¢,8i+1 € N(s;),i=1,...,n}
Esta definicion establece claramente que p esta conectado a ¢ si existe una secuencia

de pixeles en S donde cada pixel estd conectado a su sucesor segun la relacion de
vecindad definida por N (s;).
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(c) Imagen Binaria Etiquetada, ampliada para su visualizacién

(a) Imagen Binaria

F1cURA 5. Una imagen binaria con cinco componentes conectados
del valor 1 [17].

En la figura 5.a) muestra una imagen binaria con cinco de dichos componentes
conectados de 1’s; estos componentes en realidad estan conectados con respecto a
la definicién de ocho o cuatro vecindarios.

Una etiqueta es un simbolo que nombra de forma tinica una entidad. Si bien las eti-
quetas de caracteres son posibles, los niimeros enteros positivos son méas convenien-
tes y se utilizan con mayor frecuencia para etiquetar los componentes conectados.
La Figura 5.b) muestra el etiquetado de los componentes conectados de la imagen
binaria de la Figura 5.a).

Existen diversos algoritmos para realizar el etiquetado de componentes conectados.
Algunos algoritmos asumen que toda la imagen puede ser almacenada en memo-
ria y emplean un enfoque simple y recursivo que opera en un componente a la
vez, moviéndose por toda la imagen durante el proceso. Otros algoritmos estan
disenados para imagenes mas grandes que no caben completamente en memoria,
operando unicamente en dos filas de la imagen simultdneamente. Ademaés, existen
algoritmos disenados para sistemas altamente paralelos, que emplean estrategias de
propagacién paralela para mejorar la eficiencia y el rendimiento [17].
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4.3. Algoritmos de Etiquetados de Componentes Conectados. Desde los
anos 60, se han dedicado considerables esfuerzos al avance y desarrollo de los algo-
ritmos CCL. Varios criterios permiten clasificar los distintos procedimientos, como
la eficiencia en el acceso a memoria y la forma de representaciéon de la imagen.
Sin embargo, es comun representar la imagen como una matriz bidimensional y
clasificar los algoritmos segin el nimero de pasadas que realizan sobre la misma,
entendiendo una pasada como la exploracién de todos los pixeles sin importar el
orden seguido. De este modo, podemos identificar algoritmos que (tomado de [19]):

4.8.1.  Algoritmos de Una Pasada. Estos algoritmos recorren la imagen una sola
vez, pero enfrentan desafios como accesos irregulares y aleatorios a las estructu-
ras de datos que almacenan la imagen o las etiquetas asignadas, lo cual dificulta
predecir los tiempos de ejecucién. Este método es rapido y facil de implementar,
basado en técnicas de recorrido de grafos de la teoria de grafos. En sintesis, una
vez localizado el primer pixel de un componente conectado, se etiquetan todos los
pixeles conectados de ese componente antes de pasar al siguiente pixel de la imagen.
Es importante destacar que este proceso se refiere al enfoque de los algoritmos de
una pasada en general. Sin embargo, no todos los algoritmos de una pasada nece-
sariamente siguen este método exacto. Algunos pueden tener variaciones en como
identifican y etiquetan los componentes conectados, aunque la idea principal de
recorrer la imagen una sola vez se mantiene.

4.8.2.  Algoritmos de Multiples Pasadas. Estos algoritmos realizan varios pasadas
de la imagen, tipicamente en patrones alternos como de arriba abajo y de izquierda
a derecha, y de abajo arriba y de derecha a izquierda. Esto asegura un acceso
regular a la memoria. El tiempo de ejecucion de estos procedimientos depende de
la disposicién especifica de los pixeles en cada imagen, lo que dificulta establecer de
antemano la duracién del método en cada caso. Sin embargo, su implementacién
tanto en software como en hardware suele ser mds sencilla en comparacién con
algoritmos de otros grupos. Esta versién aclara como estos algoritmos manejan el
acceso a la memoria y cémo varia el tiempo de ejecucién segun la disposicién de los
pixeles en la imagen, destacando la simplicidad relativa de su implementacion.

4.8.83.  Algoritmos de dos Pasadas. El algoritmo realiza dos pasadas sobre la ima-
gen: la primera para asignar etiquetas temporales y establecer equivalencias entre
registros, y la segunda para sustituir cada etiqueta temporal por la mas pequena
de su clase equivalente. Los datos de entrada pueden ser modificados directamente
(con el riesgo de corrupcién de datos) o la informacién de etiquetado puede man-
tenerse en una estructura de datos adicional.

4.4. Algoritmo clasico de etiquetado de componentes conectados en dos
pasos con Union-Find. Se han desarrollado diversos algoritmos CCL que opti-
mizan la complejidad espacial, la complejidad temporal y el procesamiento paralelo.
En este articulo, analizaremos el algoritmo clasico disenado por Rosenfeld y Pfaltz
en 1966, el cual se basa en resultados de la teoria de grafos. Este algoritmo escanea
la imagen de manera secuencial, de arriba a abajo y de izquierda a derecha, eti-
quetando cada pixel segin las etiquetas de los pixeles vecinos. Posteriormente, se
realiza una segunda pasada para corregir las inconsistencias de etiquetado causadas
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por la forma de ciertos componentes. Las etiquetas equivalentes se almacenan en
una estructura de datos “Union-Find” [20].

El propésito de la estructura de datos Union-Find es almacenar una coleccién de
conjuntos disjuntos y proporcionar implementaciones eficientes para las operacio-
nes de unién y bisqueda. La operacion de unién fusiona dos conjuntos en uno solo,
mientras que la operaciéon de busqueda determina a qué conjunto pertenece un
elemento particular. Esta estructura de datos es ideal para manejar las etiquetas
equivalentes durante la segmentaciéon de imagenes en el algoritmo clasico de eti-
quetado de componentes conexos (CCL) de Rosenfeld y Pfaltz. En el contexto del
CCL, cada conjunto representa un grupo de pixeles conectados que comparten la
misma etiqueta. Los conjuntos se almacenan utilizando una estructura de arbol,
donde cada nodo del arbol representa una etiqueta de pixel y apunta a su nodo
principal. Inicialmente, cada pixel etiquetado es su propio conjunto y, por lo tanto,
su propio nodo raiz en el arbol. La estructura de datos Union-Find permite manejar
eficientemente las etiquetas equivalentes durante el proceso de etiquetado de com-
ponentes conexos, garantizando que las operaciones de unién y busqueda se realicen
en tiempo casi constante, lo que es esencial para el rendimiento del algoritmo [17].

4.4.1.  Implementacion del Algoritmo Cldsico de CCL en dos pasos con Union-
Find. La siguiente implementacién del algoritmo estd basado en [20].

Limitaremos nuestras entradas a imdgenes binarias (en blanco y negro), donde
cada pixel puede ser un pixel de primer plano (negro) o un pixel de fondo (blanco).
Utilizaremos nimeros enteros positivos para etiquetar los componentes de primer
plano, mientras que los pixeles de fondo serdn etiquetados con ‘0’. Por lo tanto,
nuestro objetivo es que el algoritmo realice la siguiente operacién:

Salida con componentes

Imagen de Entrada .
etiquetados

FIGURA 6. Objetivo del Algoritmo CCL [20].

En la figura 6, la imagen de entrada es una imagen binaria (5 pixeles de alto y 6
pixeles de ancho) que contiene 2 componentes conectados.

Primer Pase. En la primera pasada, escaneamos la imagen pixel por pixel y exa-
minamos los pixeles vecinos inmediatos de cada pixel. Si un pixel es adyacente a
un pixel ya etiquetado, se considera que forma parte del mismo componente y, por
lo tanto, debe recibir la misma etiqueta que su vecino. La selecciéon de los pixeles
vecinos que se consideran (la “conectividad”) depende del propédsito del andlisis de
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imagen y puede variar segun el tipo de imagen y los objetivos especificos.
Las dos conectividades méas comunmente utilizadas son la conectividad 4 y la co-
nectividad 8.

Al escanear la imagen fila por fila, de arriba a abajo, y dentro de cada fila de iz-
quierda a derecha, solo necesitamos examinar los pixeles vecinos que estan ubicados
arriba y a la izquierda del pixel actual. Esto se debe a la direccién del escaneo: los
pixeles a la derecha y debajo del pixel actual ain no se han procesado, por lo que
no han sido etiquetados. Por lo tanto, nuestro nicleo de etiquetado (la metodologia
que utilizamos para escanear la imagen y considerar los pixeles vecinos) se configura
de la siguiente manera:

Ficgura 7. Nucleo de Etiquetado (4-conectividad) [20].

Una vez que se han recuperado las etiquetas de los vecinos relevantes, pueden surgir
tres escenarios posibles:

1. El pixel no tiene vecinos etiquetados (es decir, todos los vecinos son pixeles
de fondo). En este caso, el pixel es el primer miembro de una nueva forma
y debe recibir una nueva etiqueta. Se utiliza un contador de etiquetas para
asignar una etiqueta tnica y asegurar que no se repita ninguna etiqueta
previamente usada.

2. El pixel tiene uno o mas vecinos con la misma etiqueta. Esto indica que el
pixel actual pertenece al mismo componente que sus vecinos, por lo que se
le asigna la misma etiqueta que la de sus vecinos.

3. El pixel tiene vecinos con diferentes etiquetas. Esto significa que el pixel
es parte del mismo componente que sus vecinos, pero se ha detectado una
inconsistencia en el etiquetado, ya que el algoritmo no habia identificado
previamente que estos vecinos pertenecian al mismo componente. En este
caso, se le asigna al pixel la etiqueta mas pequena de entre las etiquetas
de sus vecinos, y la inconsistencia serd corregida en la segunda pasada del
algoritmo.

Manejo de inconsistencias. Algunos patrones especificos en la imagen pueden cau-
sar inconsistencias en el etiquetado, como se describe en el escenario 3 anterior,
generando componentes con areas de pixeles que tienen etiquetas distintas. Esto
se debe a la direccién en la que escaneamos la imagen: los componentes que se
conectan solo en el borde derecho pueden parecer como dos componentes distintos
hasta que se detecta la seccién de conexién en el borde derecho, lo que lleva a la
asignacién de etiquetas diferentes.

11
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Para corregir estos errores de etiquetado, es importante registrar las equivalencias
de etiquetas a medida que se encuentran durante la primera pasada. Estas equiva-
lencias se registran porque en realidad deberian ser la misma etiqueta. Una vez que
se han registrado estas equivalencias, podemos corregirlas mediante una segunda
pasada de la imagen. Utilizamos la estructura de datos Union-Find (también cono-
cida como Disjoint-Set) para almacenar y gestionar eficientemente las equivalencias
de etiquetas. Esta estructura realiza un seguimiento de las etiquetas equivalentes y
permite recuperar de manera rapida la etiqueta més baja (la “representativa”) en
cada conjunto de etiquetas equivalentes.

Asi, si durante la primera pasada encontramos la siguiente situacion:

F1GUurA 8. Inconsistencia, escenario 3 [20].

A mitad del primer paso, nos encontramos con un pixel cuyos vecinos tienen eti-
quetas diferentes. En nuestra estructura de datos de conjunto disjunto, registramos
que las etiquetas 1 y 3 son equivalentes.

Segundo Pase. Utilizamos las equivalencias de etiquetas registradas para corregir
cualquier inconsistencia detectada durante la primera pasada.

Realizamos un nuevo escaneo de la imagen, pixel por pixel. Para cada pixel eti-
quetado, comprobamos si su etiqueta tiene equivalencias en nuestra estructura de
datos de conjuntos disjuntos. Si encontramos alguna equivalencia, actualizamos la
etiqueta del pixel con la etiqueta mdas baja (o ‘representativa’) de su conjunto de
equivalencias. Finalmente, aseguramos que todas las etiquetas sean reemplazadas
por la etiqueta més baja dentro de su conjunto. Con esto, las etiquetas estdn uni-
formemente corregidas, ver Figura 9.

o|lojo|o|lofo ojlolojo|o]o

ojlofl1|l1]ofo olo|l1]1|o0]o0

ojlojo|l1]|olf2 ojofol1|o]2

0 3 3 1 0 2 0 1 1 1 0 2

ojlojo|o|olf2 ololololola2
Resultado del primer pa- Resultado del segundo

se pase - finito

FIGURA 9. Resultados del CCL [20].
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4.5. Anadlisis de Complejidad del Algoritmo de Etiquetado de Compo-
nentes Conectados utilizando Union-Find. La complejidad computacional del
algoritmo de etiquetado de componentes conectados (CCL) utilizando la estructura
de datos Union-Find en dos pasos se puede desglosar en funcién de las dos fases
principales del proceso: la primera pasada para etiquetar y registrar equivalencias,
y la segunda pasada para corregir las etiquetas.

4.5.1.  Primera Pasada.

Operaciones Principales.

= Escaneo de la Imagen: Cada pixel de la imagen se examina una vez. Para
una imagen de tamano m X n, esto toma O(m - n) tiempo, donde m es el
nimero de filas y n es el nimero de columnas.

= Unién y Bisqueda en Union-Find: Para cada pixel, se realizan operaciones
de unién y bisqueda para gestionar las equivalencias de etiquetas. La estruc-
tura Union-Find con compresién de caminos y uniéon por rango proporciona
una complejidad reducida casi constante para estas operaciones, aproxima-
damente O(a(m-n)), donde « es la funcién inversa de Ackermann, que crece
muy lentamente.

En el peor caso, el numero de operaciones de uniéon y busqueda que se realizan es
proporcional al ndmero de pixeles, es decir, O(m - n). Como estas operaciones son
reducidas casi constantes, el tiempo total para esta fase se puede considerar como
O(m-n-a(m-n)) [21, 22].

Complejidad Total de la Primera Pasada.

= Tiempo: O(m-n-a(m-n)), que se aproxima a O(m - n) para la mayoria de
las aplicaciones précticas debido al crecimiento lento de a.

= Espacio: O(m - n) para almacenar las etiquetas y las estructuras de datos
Union-Find.

4.5.2.  Segunda Pasada.

Operaciones Principales.

= FEscaneo de la Imagen para Actualizacién de Etiquetas: Cada pixel es revi-
sado nuevamente para actualizar su etiqueta a la etiqueta mas baja en su
conjunto de equivalencias. Esto toma O(m - n) tiempo.

= Bisqueda en Union-Find: La btsqueda para encontrar la etiqueta repre-
sentativa de cada pixel también tiene una complejidad de O(a(m - n)) por
operacion, pero debido a que se realiza una sola vez por pixel, esto también
se aproxima a O(m - n) en la préictica.

Complejidad Total de la Sequnda Pasada:
= Tiempo: O(m - n) debido al escaneo y a las biisquedas en Union-Find.

= Espacio: O(m - n) para almacenar la imagen y las etiquetas actualizadas.

13
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4.5.8.  Complejidad Total Combinada. La complejidad computacional total del al-
goritmo de etiquetado de componentes conectados utilizando Union-Find en dos
pasos es la suma de las complejidades de ambas pasadas:

= Tiempo Total: O(m - n-a(m-n)), en el peor caso tedrico. En la practica, se
aproxima a O(m - n).

= Espacio Total: O(m - n) para almacenar las etiquetas y las estructuras de
datos Union-Find.

La complejidad préactica del algoritmo de etiquetado de componentes conectados en
dos pasos con Union-Find es O(m - n) tanto en tiempo como en espacio, lo que lo
hace muy eficiente para imagenes de gran tamano. Aunque el analisis tedrico puede
mostrar O(m-n-a(m-n)) debido a la funcién inversa de Ackermann, en la practica,
se considera casi constante [21, 22].

4.6. Aplicacion del Algoritmo de Dos Pases con Union-Find para la
Etiquetacion de Componentes Conectados en Imagenes Binarias. Se im-
plementé y se aplicé el algoritmo de dos pases para la etiquetacion de componentes
conectados en una imagen binaria. A continuacién, se presenta la imagen original
y la imagen etiquetada:

(a) Imagen Original (b) Imagen Etiquetada

Ficura 10. Ejemplo 1. Elaboracién propia

En la Figura 10.b), se pueden observar diferentes regiones conectadas que han sido
etiquetadas con valores distintos. El algoritmo de dos pases se encarga de identificar
y etiquetar estas regiones conectadas, facilitando asi el andlisis y procesamiento de
la imagen.

En este segundo ejemplo, se utiliza nuevamente el algoritmo de dos pases para la
etiquetacion de componentes conectados en una imagen binaria. Se presentan tanto
la imagen original como la imagen etiquetada:

14
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(a) Imagen Original (b) Imagen Etiquetada

FicurA 11. Ejemplo 2. Elaboracion Propia

En la Figura 11.b), se pueden distinguir varias dreas conectadas, cada una etique-
tada con valores unicos. El algoritmo de dos pases ha logrado identificar y etiquetar
de manera precisa estos componentes conectados, lo que simplifica su analisis y
procesamiento.

4.7. Procesamiento de Imagenes para Aislar Contornos Corporales y
Eliminar Elementos Externos. El proceso de segmentacion realizado en este
ejemplo tiene como objetivo separar el cuerpo del paciente del fondo en una ima-
gen en escala de grises. Primero, se aplica un filtro Gaussiano a la imagen para
suavizarla, lo que ayuda a reducir el ruido y las variaciones menores de intensidad,
preparando asi la imagen para una segmentacién mas precisa. Luego, se utiliza el
método de Otsu para realizar la segmentacién, que determina automaticamente un
valor de umbral que separa los pixeles de la imagen en dos categorias: fondo y ob-
jeto (en este caso, el cuerpo del paciente). Los pixeles con valores de intensidad por
encima de este umbral se consideran parte del cuerpo, mientras que los pixeles por
debajo se consideran parte del fondo. A partir del umbral calculado, se genera una
imagen binaria en la que los pixeles pertenecientes al cuerpo se muestran en blanco
(valor 255) y los pixeles del fondo se muestran en negro (valor 0), simplificando asi
la identificacién de regiones de interés.

En la imagen binaria, se identifican todos los contornos presentes, y el contorno mas
grande, que corresponde al area del cuerpo, se extrae para crear una mascara que
delimita la regién del cuerpo. Usando este contorno principal, se genera una mascara
que cubre tinicamente el cuerpo del paciente, con el area del cuerpo en blanco y el
resto en negro. Para asegurar que cualquier region brillante del fondo no se incluya
erréneamente en la mascara del cuerpo, se revisan las dreas fuera del cuerpo. Se
identifican las regiones oscuras del fondo, se calcula su valor medio y se reemplazan
las dreas exteriores al cuerpo en la imagen original con este valor medio, eliminando
visualmente el fondo. Finalmente, la imagen segmentada muestra el cuerpo del
paciente sin las interferencias del fondo, con las areas exteriores reemplazadas por
un valor medio que no distrae del 4rea de interés [1].
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No se realiza explicitamente un etiquetado de componentes conectados. El enfoque
aqui estd més centrado en la segmentacién y el aislamiento de una regién de interés
(el cuerpo) y la eliminacién de detalles externos. El etiquetado de componentes
conectados serfa un paso adicional si se quisiera identificar y etiquetar regiones
individuales conectadas dentro de la imagen segmentada.

-

e

(a) Imagen Original [23]. (b) Suavizado Gaussiano

—~—

(c) Binaria (d)Mascara (e) Segmentada

FicurA 12. Procesamiento de Imégenes para Identificacion de
Contornos.

Este ejemplo ilustra como se puede procesar una imagen médica para eliminar
caracteristicas externas y destacar la region de interés, utilizando técnicas de pro-
cesamiento de imagenes en Python con OpenCV.
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5. CONCLUSIONES

Después de haber estudiado el proceso de segmentacion de imagenes y el etiquetado
de componentes conectados (CCL), junto con el uso del algoritmo Union-Find, es
momento de sintetizar los hallazgos clave. A continuacién, se presentan las conclu-
siones derivadas de este andlisis, subrayando la importancia y el impacto de estas
técnicas en el procesamiento de imagenes.

1.

La segmentacién de imagenes ayuda a reducir la cantidad de datos que necesi-
tan ser procesados, almacenados y transmitidos. Al enfocarse en las regiones
de interés, se optimiza el uso de recursos computacionales y de almacena-
miento, lo que es especialmente importante en aplicaciones que manejan
grandes volumenes de datos de imagen. La segmentacién de imédgenes sigue
siendo un area activa de investigacién e innovacién. Los avances en algo-
ritmos, técnicas de preprocesamiento y tecnologias de hardware continian
mejorando su rendimiento y ampliando su aplicabilidad,

. El CCL es eficiente para identificar regiones o componentes en una imagen

que estan conectadas. Esto es primordial en aplicaciones de procesamiento
de imégenes, donde la segmentacion y el anélisis de regiones conectadas son
importantes, incluso el algoritmo se adapta bien a imagenes de diferentes ta-
manos y resoluciones. Su rendimiento puede escalarse en funcién del tamano
de la imagen y del nimero de componentes conectados.

. Como se observo en los ejemplos, el CCL se puede aplicar tanto a imagenes

binarias como a imagenes en escala de grises, pero su eficacia es mas pro-
nunciada en imagenes binarias, donde el objetivo es identificar regiones de
pixeles conectados. Para imagenes en escala de grises o en color, se requieren
pasos adicionales de preprocesamiento o modificaciones en el algoritmo

. Durante el estudio, se pudo determinar que el uso del algoritmo Union-Find

en el contexto de CCL mejora la eficiencia del etiquetado de componentes
conectados. La capacidad de unir y buscar componentes de manera rapida re-
duce el tiempo de ejecucién, especialmente en imagenes grandes o complejas.
Al igual, Union-Find reduce la complejidad computacional en comparacién
con otros métodos tradicionales, pero en aplicaciones especializadas, como
la segmentacion de imagenes médicas o la deteccién de objetos en entor-
nos industriales, el uso de Union-Find puede requerir ajustes y calibraciones
adicionales para abordar caracteristicas especificas de las imagenes

. Las futuras investigaciones podrian centrarse en mejorar ain mas la eficien-

cia del etiquetado de componentes conectados, explorando nuevas técnicas
de optimizacién y adaptando el algoritmo a diferentes tipos de imégenes y
aplicaciones emergentes.
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COMPLEJOS SIMPLICIALES PARA EL ANALISIS
TOPOLOGICO DE DATOS

CHRISTIAN ARIEL PALACIOS HERNANDEZ

RESUMEN. Los complejos simpliciales son herramientas fundamentales en di-
versas areas de las matemadticas y la ciencia de datos, incluido el analisis to-
poldgico de datos (TDA). Este articulo presenta una revisién del estado del
arte sobre los complejos simpliciales, explorando su teoria matemaética y sus
aplicaciones en el TDA. Se revisan conceptos clave como los complejos simpli-
ciales abstractos y geométricos, junto con sus propiedades relevantes. Ademas,
se examina c6mo estos conceptos se aplican en el TDA, destacando técnicas co-
mo la filtracién, la homologia persistente y los diagramas de cédigo de barras.
Finalmente, se analiza cémo el TDA complementa los enfoques tradicionales
de analisis de datos, proporcionando una visién més profunda de conjuntos de
datos complejos.

ABSTRACT. Simplicial complexes are fundamental tools in various areas of
mathematics and data science, including topological data analysis (TDA).
This paper provides a state-of-the-art review on simplicial complexes, explo-
ring their mathematical theory and applications in TDA. Key concepts such
as abstract and geometric simplicial complexes, along with their relevant pro-
perties, are reviewed. Additionally, the paper examines how these concepts
are applied in TDA, highlighting techniques such as filtration, persistent ho-
mology, and barcode diagrams. Finally, it discusses how TDA complements
traditional data analysis approaches, providing a deeper insight into complex
data sets.

1. INTRODUCCION

Los complejos simpliciales, estructuras matematicas que generalizan la nocién de
triangulaciéon de un espacio, han demostrado ser esenciales en la representacién y
andlisis de espacios topoldgicos. Su origen se remonta a los origenes de la topologia
algebraica, con los trabajos de Poincaré a finales del siglo XIX, donde se sentaron
las bases de la topologia combinatoria y se exploraron las primeras aplicaciones de
los complejos simpliciales en la representacién de espacios topolégicos.

Los complejos simpliciales en la época moderna se han estado utilizado en diversas
areas de la ciencia y con miultiples aplicaciones, algunas de estas en la Neurociencia
[2], la Ciencia de Redes [8] y la Fisica [6].

En el dmbito del Anélisis Topoldgico de Datos (TDA), los complejos simpliciales
han adquirido un papel fundamental [4]. E1 TDA es un campo que se encuentra en
la interseccién del andalisis de datos, la topologia algebraica, la geometria compu-
tacional, la informética, la estadistica y otras dreas relacionadas [14]. El objetivo

Fecha: 13 de agosto de 2024.

Palabras y frases clave. complejos simpliciales, andlisis topolégico de datos, homologia simpli-
cial, topologia combinatoria.
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principal del TDA es utilizar ideas y resultados de la geometria y la topologia para
desarrollar herramientas para estudiar caracteristicas cualitativas de los datos [14].
En este contexto, los complejos simpliciales ofrecen un marco matematico idéneo
para representar y analizar la estructura topoldgica subyacente en conjuntos de
datos complejos.

Este articulo se adentra en el estudio de los complejos simpliciales, explorando su
rica teoria matematica y cémo pueden aplicarse en el TDA. Hay muchas maneras de
representar un espacio topolégico, siendo una de ellas una descomposicién en piezas
simples. Esta descomposicién califica para ser llamada un complejo si las piezas
son topoldgicamente simples y sus intersecciones comunes son piezas de menor
dimensién del mismo tipo [4].

Si bien la aplicacién de los complejos simpliciales en TDA ha sido ampliamente
explorada, este documento se centra en los conceptos fundamentales relacionados
con los complejos simpliciales, tanto abstractos como geométricos, y sus propieda-
des y consecuencias. Posteriormente, se aborda cémo estos conceptos se aplican en
el TDA, destacando técnicas como la filtracién de complejos, la homologia persis-
tente y los diagramas de cédigo de barras. Finalmente, se examina cémo el TDA
complementa los enfoques tradicionales de andlisis de datos, proporcionando una
visién maés profunda y detallada de los conjuntos de datos complejos.

Ademis, la investigacion de complejos simpliciales, al ser herramientas esenciales
en el TDA, tiene el potencial de abordar problemas complejos en diversas areas.
En Honduras, esta metodologia puede ser aplicada para modelar y analizar sis-
temas complejos como redes de infraestructura, datos epidemioldgicos y patrones
climédticos. Esto se alinea con las lineas prioritarias de investigacién de la UNAH
en desarrollo econémico y social, poblacién y condiciones de vida, y ambiente, bio-
diversidad y desarrollo. Al mejorar la comprensién de estos sistemas, se pueden
desarrollar soluciones mas efectivas a problemas nacionales de urgencia, como la
optimizacién de recursos, la prevencién de enfermedades y la mitigacién del cam-
bio climético. Asimismo, el desarrollo de software y herramientas computacionales
para esta rama fomenta el desarrollo y aplicacién de tecnologias de la informacién
y comunicacién, impulsando la innovacién tecnoldgica en el pais. En [2] pueden
observarse algunas aplicaciones.

2. ANTECEDENTES

Los complejos simpliciales, como estructuras matematicas discretas que modelan
espacios topolégicos, han desempenado un papel fundamental en el desarrollo de la
topologia algebraica y la geometria combinatoria. Sus origenes se remontan a los
trabajos de Bernhard Riemann en el siglo XIX, quien senté las bases para el estudio
de variedades y superficies mediante triangulaciones. Sin embargo, fue a principios
del siglo XX cuando la teoria de los complejos simpliciales comenzé a formalizarse y
adquirir relevancia gracias a las contribuciones de matematicos como Henri Poincaré
y Oswald Veblen [3].

Poincaré, en su trabajo “Analysis Situs”, introdujo ideas fundamentales sobre la
conectividad y la estructura de los espacios topolédgicos, sentando las bases para el
estudio de la homotopia e introduccién al concepto de homologia, siendo este tiltimo
su aporte més significativo, que luego, posteriormente, dicho concepto desarrollaria
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la homologia simplicial. Esta tltima utiliza los complejos simpliciales, construidos
a partir de simplices (la “unidad” bésica de estos espacios), como herramienta
algebraica para clasificar y estudiar las propiedades de los espacios topolégicos
mediante triangulaciones [15].

Veblen, por su parte, realizé importantes contribuciones a la definicién rigurosa de
los complejos simpliciales y sus propiedades. En su obra “Theory of Finite Projective
Geometries”, establecié una conexién fundamental entre los complejos simpliciales
y la geometria proyectiva, demostrando que los complejos simpliciales podian utili-
zarse para representar espacios proyectivos y estudiar sus propiedades geométricas
[21].

A lo largo del siglo XX, la teoria de los complejos simpliciales experiment6 un gran
desarrollo. Matemaéticos como James W. Alexander y Solomon Lefschetz realizaron
importantes avances en la topologia algebraica, utilizando los complejos simplicia-
les como herramienta clave para estudiar la homologia y la homotopia de espacios
topolégicos. Estos conceptos resultaron fundamentales para comprender la estruc-
tura y las propiedades de los complejos simpliciales, asi como su relaciéon con otros
objetos matemdticos [11].

Con el auge de la computacion en la segunda mitad del siglo XX, los complejos
simpliciales encontraron un espacio natural en el desarrollo de algoritmos y estruc-
turas de datos para la representacién y manipulacién de informacién geométrica.
La capacidad de los complejos simpliciales para representar espacios topoldgicos
de manera discreta y eficiente los convirtié en una herramienta indispensable en
areas como la geometria computacional, el diseno asistido por computadora y la
visualizacién cientifica [4].

En las ultimas décadas, la teoria de los complejos simpliciales ha continuado evolu-
cionando y encontrando nuevas aplicaciones en diversas areas de la matematica y
otras disciplinas. En topologia computacional, los complejos simpliciales se utilizan
para modelar y analizar datos geométricos, permitiendo la reconstruccién de su-
perficies, la simplificacién de mallas y la deteccién de caracteristicas topolégicas en
conjuntos de datos. En teoria de grafos, se emplean para estudiar redes y estructuras
discretas, proporcionando herramientas para analizar la conectividad, la deteccién
de comunidades y la identificacién de patrones en grafos complejos. Ademas, los
complejos simpliciales han encontrado aplicaciones en areas como la fisica, la quimi-
ca y la biologia, donde se utilizan para modelar estructuras moleculares, analizar
redes neuronales y estudiar sistemas biol4gicos complejos [4].

En la actualidad, TDA ha emergido como una rama interdisciplinaria en répido
crecimiento, con aplicaciones en una amplia gama de dreas, desde la ciencia de datos
y el aprendizaje automatico hasta la biologia y la fisica. Los complejos simpliciales
siguen siendo una herramienta fundamental en este campo, proporcionando un
marco matematico riguroso para analizar la forma y la estructura de los datos.
En particular, la homologia persistente, una técnica clave en el TDA, se basa en
la construccién de complejos simpliciales filtrados para identificar caracteristicas
topoldgicas significativas en los datos a diferentes escalas [1].
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3. COMPLEJOS SIMPLICIALES PARA EL TDA

3.1. Definiciones previas. En esta seccién, estableceremos los conceptos clave
para estudiar los complejos simpliciales, comenzando con la independencia geométri-
ca de puntos en el espacio euclidiano y los planos generados por estos puntos. Tam-
bién introduciremos la envolvente convexa, que delimita regiones en el espacio, y las
nociones de encaje topolégico y homotopia, esenciales para entender la equivalencia
topolégica. Estos conceptos son fundamentales para la construccién y el estudio de
los complejos simpliciales en las secciones siguientes.

Definicién 3.1. [17] Decimos que un conjunto {ag,as,...,a,} de n + 1 puntos
de RV es geométricamente independiente si para cualesquiera t; € R tales que
oo ti = 0 se tiene que:

n
Ztiai:0<:>t02ti:"':tn:0~
=0

Visto desde el punto de vista del dlgebra lineal, de forma equivalente, puede decirse
que el conjunto antes descrito es geométricamente independiente si y solo si el
conjunto de vectores {a; — ag, as — ag, . . ., a, — ag} son linealmente independientes

[17].

Definicién 3.2. [13] Dado un conjunto geométricamente independiente de puntos
como en la definicién anterior, un n-plano P generado por esos puntos es el conjunto
de todos los puntos z de RN tales que

n
xr = Z tiai,
i=0
para algunos escalares t; con Y ¢; = 1.

Dado que los a; son geométricamente independientes, los ¢; estdn determinados de
forma tinica por z. Notemos que cada punto a; pertenece al plano P.

El plano P también puede describirse como el conjunto de todos los puntos x tales
que

T =ap+ Zti(ai — ao)
i=1

para algunos escalares t1, ..., t,. En esta forma, hablamos de P como el “plano que
pasa por ag paralelo a los vectores a; — ag” [13].

Definicién 3.3. [16] Sea V = {ag,a1,...,a,} un conjunto con n + 1 puntos en
RY, se define la envolvente convexa como el conjunto

=0 =0

En otras palabras, la envolvente convexa de un conjunto de puntos es el conjunto
convexo mas pequeno que los contiene. Es decir, si tomamos dos puntos cualesquiera
dentro de la envolvente convexa, el segmento que los une también estara contenido
dentro de ella.
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A continuacién, exploraremos algunos conceptos topolégicos clave que seran la base
para analizar los complejos simpliciales. Estos conceptos ayudaran a comprender
mejor la estructura y las relaciones entre espacios topolédgicos, lo cual es crucial
para el estudio y manipulacién de complejos simpliciales en el contexto del TDA.

Definicién 3.4. [16] Sea f : X — Y una funcién continua e inyectiva, sea Z =
f(X) visto como un subespacio de Y, de manera que podemos hablar de la funcién
g: X — Z CY.Sig!es continua, decimos que f es un encaje topolégico (o
simplemente encaje).

Otra forma de definir un encaje topolédgico es la de decir que si existe una funcién
f desde un espacio topolégico X a un espacio topolégico Y tal que si f al restringir
su rango a f(X) es un homeomorfismo, entonces f es un encaje.

Definicién 3.5. [16] Dada una funcién sobreyectiva f : X — Y, se dice que es
una funcién cociente si para todo conjunto V' en Y, V es abierto en Y si y solo si
f71(V) es abierto en X.

Definicién 3.6. [7] Si f y g son aplicaciones continuas del espacio X en el espacio
Y, decimos que f es homotopica a g si existe una aplicacién continua F': X xI — Y
tal que

F(x,0) = f(x)

Fz,1) = g(x)

Definicién 3.7. [7] Dos espacios topolégicos X e Y se dicen homotépicos (y se
denota por X ~Y) si existen aplicaciones continuas f: X - Y y g:Y — X tales
que g o f es homotdpica a 1x y f o g es homotépica a 1y.

Definicién 3.8. [7] Un espacio topoldgico X se dice contrictil si es homotdpico a
un punto.

Dicho de otro modo, dos funciones continuas entre espacios topolégicos son hométo-
pas si una puede transformarse en la otra de forma continua. Un espacio es contractil
si puede encogerse continuamente hasta convertirse en un punto.

3.2. Estructura basica. En esta seccién, estableceremos la teoria de complejos
simpliciales, basdndonos en los conceptos de independencia geométrica y envolvente
convexa descritos anteriormente. Nos centraremos en los simplices, los componentes
bésicos de estos complejos, y en cédmo se combinan para formar estructuras maés
complejas. Exploraremos tanto su representaciéon geométrica como su estructura
combinatoria abstracta, y presentaremos resultados fundamentales para entender
las propiedades topoldgicas de los complejos simpliciales y su relacién con espacios
topoldgicos generales.

Definicién 3.9. [17, 16] Dado un conjunto de puntos geométricamente indepen-
diente {ag, ..., a,} de RY definimos el n-simplice (o simplemente fmplice) o gene-
rado por ag, ..., a, y denotado como o = (ag, ..., a,), como el conjunto de puntos
de RY de la forma:
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n
T = E t;a;,
i=0

donde

n
Zti =1 con t; > 0 para todo i.
i=0

Definicién 3.10. [16] El simplejo estandar denotado como A™ C R™, se define
como A" = (eg, e1,...,ey,), donde {e;}?; es la base estandar de R" y eg = 0.

De manera intuitiva, podemos visualizar los simplices de baja dimensién de la
siguiente manera: un O-simplice es un punto, un 1-simplice es un segmento de linea,
un 2-simplice es un tridngulo sélido, un 3-simplice es un tetraedro sélido, y asi
sucesivamente. En general, un n-simplice es la generalizaciéon en n dimensiones de
un tridngulo (Figura 1).

* *r e

a a b a b
Figura 1. Un O-simplice (a), un 1-simplice (a,b) y un 2-simplice
(a, b, ¢), respectivamente [5].

Ademaés, un n-simplice puede entenderse directamente como la envolvente convexa
del conjunto de puntos dado, donde los a; son los vértices. Si z € o, entonces las
coordenadas de z se llaman coordenadas baricéntricas de z. Asimismo, podemos
definir el interior de un simplice o como los puntos tales que t; > 0. Por su parte,
la frontera de o, denotada como bd(o) es o \ Int(o) (Figura 2) [5].

FIGURA 2. La frontera de un 2-simplice (izq). El interior de un
2-simpice (der) [5].

Establezcamos ahora un resultado topolégico importante sobre el n-simplice estandar.

Teorema 3.11. [12] A" es compacto.
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Este teorema es relevante porque establece que dicho conjunto es cerrado y acotado
en el espacio euclidiano en el que estd embebido. La compacidad es una propie-
dad topoldgica que tiene implicaciones importantes en la construccién de modelos
matematicos y en el TDA esto no es la excepcién.

Definicién 3.12. [17] Sea o un n-simplice, entonces la dimensién de o, denotada
como dim(c), es n.

Es decir, la dimensiéon de un simplice simplemente es la cantidad de componentes
que tiene, menos 1. Por definicién, simplicidad y practicidad, dim()) = —1.

Definicién 3.13. [17] Sea o un n-simplice. Una cara de o es un simplice 7 generado
por un subconjunto de {ag, ..., a,}. Esto se denota como 7 < ¢ (0o 7 C o). Por otra
parte, una cara 7 de o se llama cara propia si 7 # o, es decir, si 7 es un simplice
de dimensién estrictamente menor que n.

Asi pues, un punto es una cara de su respectivo segmento si lo hay, un segmento
una cara de su respectivo tridngulo si lo hay, un tridngulo una cara de su respectivo
tetraedro si lo hay y asi sucesivamente.

Ahora que hemos definido los simplices, es natural preguntarse cémo podemos esta-
blecer correspondencias entre ellos. Para ello, introducimos el concepto de funcion
simplicial, que nos permite mapear un simplice en otro de manera que se respete
su estructura combinatoria y geométrica.

Definicién 3.14. [16] Una funcién entre dos simplices f : (ag,...,an) = (bo, ..., bm)
es una funcién simplicial si para todo i € {0,1,...,n} se cumplen:

1. f(a;) = b; para algin j € {0,1,...,m},

2. f (X2 Xiai) = 2 Aif(aq).
[16] Dada una funcién simplicial f, se satisfacen las siguientes propiedades:

1. Si f es continua en el simplice, también es cerrada.

2. Si f es inyectiva, entonces es un encaje.

3. Si f es sobreyectiva, entonces es una funcién cociente.

4. Si f es biyectiva, entonces es un homeomorfismo.

Ahora, estableceremos un resultado fundamental que conecta los simplices arbitra-
rios con el simplice estandar. Este teorema nos permitira aprovechar las propiedades
del simplice estandar para estudiar simplices generales, simplificando en gran me-
dida nuestro analisis:

Teorema 3.15. [12] 0 = (ag,a1,...,a,) es homeomorfo a A™.

Este teorema es muy importante ya que nos permite trasladar propiedades y resul-
tados del simplice estandar a simplices arbitrarios. En particular, la compacidad de
A™ implica directamente la compacidad de cualquier n-simplice. Esta conexién en-
tre simplices arbitrarios y el simplice estandar sera fundamental en nuestro estudio
de los complejos simpliciales y sus aplicaciones en el TDA.
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Definicién 3.16. [13] Un complejo simplicial geométrico K en R es una coleccién
de sfmplices en RY tal que:

1. Cada cara de un simplice de K estd en K.

2. La interseccion de dos simplices cualesquiera de K es una cara de cada uno
de ellos.

En otras palabras, un complejo simplicial geométrico es una estructura formada
por simplices que se “pegan” de manera consistente a lo largo de sus caras. Esta
definicién formaliza la idea intuitiva de construir objetos geométricos a partir de
bloques de construccion maés simples, como puntos, segmentos, tridngulos y sus
analogos en dimensiones superiores.

En el TDA, a menudo trabajamos con datos en forma de nube de puntos, es decir,
un conjunto finito de puntos en un espacio métrico (como el espacio euclidiano
R™). Para analizar la topologfa de estos datos, construimos un complejo simplicial
a partir de ellos. Los vértices del complejo simplicial son la nube de puntos, y los
stmplices de dimensiones superiores se forman conectando los puntos cercanos.

Seguido a esto podemos encontrarnos con subestructuras como las siguientes:

Definicién 3.17. [17, 13] Se dice que L es un subcomplejo simplicial de un complejo
simplicial K si L es una subcoleccién de K que contiene todas las caras de sus
elementos. Esto se denota como L C K.

Definicién 3.18. [17, 13] Los p-esqueletos K®) son los subcomplejos de K forma-
dos por los simplices de dimensién p o menor. En particular, K(® son los vértices
de K.

También podemos introducir una nocién fundamental para caracterizar su comple-

jidad:

Definicién 3.19. [17] Para un complejo simplicial K, definimos su dimensién como
la mayor de las dimensiones de sus simplices.

Es importante destacar que la dimensién de un complejo simplicial no se refiere
a la dimension del espacio en el que estd embebido, sino a la complejidad de su
estructura interna. Un complejo simplicial puede tener una dimensién baja, incluso
si sus simplices estan contenidos en un espacio de dimensién alta.

Definicién 3.20. [17] El poliedro de un complejo simplicial (o espacio subyacente)
K, denotado por |K|, se define como la unién de los simplices que forman K, i.e.,

|K|:= U o.
oceK

Ademés, se le puede dotar de una estructura de espacio topoldgico a |K| al consi-
derar la topologfa inducida por la usual de RY, siendo asf un espacio compacto.
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Ejemplo. El complejo simplicial

K= {(a1>7 (a2)7 (a3)7 (a4)7 (a5)7 (a6)7 (a7)7 (alv a2)v (a27 a3)7 (a27 a4), (a3v a4)7 (a47 a5)7

(as, ae), (as, a7), (a67a7)7 (as, ae, a7)},

(Figura 3).

F1auraA 3. Poliedro |K| asociado al complejo simplicial [17].

Definicién 3.21. [12] Si existe un complejo simplicial K cuyo poliedro |K| es
homeomorfo a un espacio topolégico X, entonces se dice que X es un espacio
triangulable, y el complejo K se llama una triangulacion de X.

La triangulacién es una herramienta clave en topologia computacional y TDA, ya
que permite discretizar espacios complejos mediante estructuras simpliciales, lo cual
facilita el desarrollo de algoritmos eficientes y potencialmente menos costosos desde
el punto de vista computacional, capaces de analizar y extraer informacion topolégi-
ca relevante de grandes conjuntos de datos. Algunos ejemplos de triangulacién son:
la n-esfera (S™), el Toro (T?), la banda de M&bius, la botella de Klein y el cilindro
[20].

A continuacién exploraremos algunas propiedades topoldgicas fundamentales de
los poliedros asociados a complejos simpliciales. Estos resultados nos permitiran
comprender cémo la estructura combinatoria de un complejo simplicial se relaciona
con la topologia de su poliedro.

Sea K un complejo simplicial y X un espacio topoldgico, entonces:

1. Si L es un subcomplejo (simplicial) de K, |L| es un subespacio cerrado de
|K|. En particular, si 0 € K, entonces ¢ es un subespacio cerrado de |K]|.

2. Una funcién f : |[K| — X es continua si y solo si f|, es continua para cada
occ K.

3. |K| es Hausdorff.

4. Si K es finito, entonces | K| es compacto. Reciprocamente, si un subconjunto
A de |K| es compacto, entonces A C |K| para algin subcomplejo finito Ky
de K [13].

Hasta ahora, hemos estudiado los complejos simpliciales como objetos individuales.
Sin embargo, es fundamental comprender cémo se relacionan entre si. Para ello,
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introduciremos la nocién de aplicacién simplicial, que nos permitira establecer co-
rrespondencias entre los vértices y simplices de diferentes complejos simpliciales,
preservando su estructura combinatoria.

Definicién 3.22. [17] Sean K y L dos complejos simpliciales, decimos que f : K —
L es una aplicacién simplicial si es una aplicacién entre sus conjuntos de vértices
f: K9 — LO de tal modo que para todo simplice o = (ao,...,a,) € K, los
vértices f(ag), ..., f(ay,) pertenecen a un mismo simplice de L.

De forma natural podemos también definir la composicién de aplicaciones simpli-
ciales, que de hecho es una aplicacién simplicial. Asimismo, si existe otra aplicacién
simplicial g : L — K tal que go f =1 y fog =11, entonces f es un isomorfismo
simplicial, y K y L son simplicialmente isomorfos [20].

También, toda aplicacién simplicial f : K — L induce una aplicacién continua
entre sus poliedros asociados |f| : |K| — |L|, definida como sigue:

n

fl(@) =D tif (@)

=0

para cada z = Y . t;a;, con o € K [17].

Ademais de la definicién geométrica, existe una definicién abstracta de complejo
simplicial que se centra en su estructura combinatoria.

Definicién 3.23. [9] Decimos que la coleccién S de conjuntos finitos y no vacios es
un complejo simplicial abstracto si para cualquier elemento A de S todo subconjunto
no vacio de A también estd en S.

Asi pues, un elemento U perteneciente a un complejo simplicial S se denomina
stmplice. Si U tiene los elementos ag,aq,...,a,, usaremos la notacién de llaves:
{ag,a1,...,a,}. Esta notacién distingue los complejos simpliciales abstractos de los
geométricos, donde se utiliza la notacién de paréntesis (ag, a1, ...,a,). La dimen-
sion de este simplice U es igual al niimero de sus elementos menos uno. Cualquier
subconjunto no vacio de U se considera una cara de U. La dimensién del complejo
simplicial S es la mayor dimensién de sus simplices. El conjunto de vértices V' de
S (también denotado como Vg) se define como la unién de los elementos de S que
tienen un solo elemento. Las notaciones v € V' y {v} € S hacen referencia al mismo
elemento. Ademds, una subcoleccién de S que también sea un complejo simplicial
se denomina subcomplejo simplicial de S.

Asi observamos que esta nueva definicién abstracta de complejo simplicial es equi-
valente con la definicion geométrica que presentamos al inicio, asi como con las
propiedades que establecimos.

Ejemplo. La coleccién S = {{1,2,3},{1,2},{1,3},{2,3},{3,4}, {1}, {2}, {3}, {4}}
es un complejo simplicial abstracto. En la Figura 4 puede verse su poliedro asociado.
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F1GURA 4. Complejo simplicial abstracto [9].

De manera similar, una aplicacién simplicial abstracta entre complejos simpliciales
abstractos f : S — L se define como una funcién entre sus vértices que preserva
la estructura simplicial, es decir, si un conjunto de vértices forma un simplice en
S, sus imagenes bajo f también forman un simplice en L. En consecuencia, dos
complejos simpliciales abstractos S y L son simplicialmente isomorfos si existe una
biyeccién entre sus vértices que preserva esta estructura simplicial.

Ahora que hemos establecido la equivalencia entre complejos simpliciales abstractos
y geométricos, podemos introducir el concepto de simplice ordenado. Un simplice
ordenado es una generalizaciéon de un simple estdndar, que tiene en cuenta el orden
especifico de sus vértices. Este concepto es crucial para la definicién de la nocién de
orientacién en un complejo simplicial, ya que la orientaciéon proporciona una mane-
ra de distinguir entre los simplices que estdn orientados de manera diferente pero
que, en esencia, podrian representar la misma entidad topoldgica. La orientacion
de los simplices permite la construccién de grupos de cadenas, que son estructuras
algebraicas que capturan la informacién sobre los simplices en términos de combi-
naciones lineales.

Definicién 3.24. [17] Un simplice ordenado (orientado) es un simplice cuyos
vértices estdn dotados de un orden total. Denotamos un simplice ordenado co-

mo [ag,aq,...,a,], donde el orden de los vértices es ag < a1 < ... < a, (Figura
5).
V3
Va2
V2
Vo Vo
Vi Vi

FIGURA 5. Un 2-simplejo ordenado (izq.), un 3-simplejo ordenado
(der.) [9].

La nocién de orientacién también es fundamental para el estudio de la homologia
simplicial, una herramienta clave en la topologia algebraica que nos ayuda a enten-
der las caracteristicas topolédgicas de los espacios. La orientacién afecta la manera
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en que se definen las fronteras y las cadenas, influyendo en cémo se calculan los
grupos de homologia y, por ende, en la interpretacién de las propiedades topoldgi-
cas del complejo. Por lo tanto, una comprensiéon profunda del concepto de simplice
ordenado no solo facilita la definicién precisa de la orientacién, sino que también
proporciona una base sélida para el andlisis de estructuras topoldgicas méas com-
plejas en estudios posteriores.

Podemos afirmar que dos simplices ordenados [ag, a1, ..., a,] y [bo,b1,...,by] son
equivalentes si los vértices b; son una permutaciéon par de los vértices a;. En caso
contrario, se dice que los simplices ordenados tienen orientaciones opuestas.

Definicién 3.25. [13] Si S es un complejo simplicial, sea V el conjunto de vértices
de S. Sea S la coleccién de todos los subconjuntos {ag,...,a,} de V tales que los
vértices ag, ..., a, forman un simplice de S. La colecciéon S se llama el esquema de
vértices de S.

La coleccién S es un ejemplo particular de un complejo simplicial abstracto. De
hecho, es el ejemplo crucial, lo mostramos en el siguiente teorema:

Teorema 3.26. [13, 17] Todo complejo simplicial abstracto es isomorfo al esquema
de vértices de algun complejo simplicial geométrico. Ademds, dos complejos simpli-
ciales (abstractos o geométricos) son isomorfos si y solo si sus esquemas de vértices
son isomorfos.

En otras palabras, dado un complejo simplicial abstracto .S, podemos construir un
complejo simplicial geométrico K cuyos vértices y simplices corresponden exacta-
mente a los de S. Este complejo geométrico K se llama la realizacién geométrica
de S, y es tnico salvo isomorfismo.

Por lo anterior, en la practica, podemos trabajar indistintamente con complejos
simpliciales abstractos o geométricos. Cuando nos refiramos al poliedro asociado a
un complejo simplicial abstracto, estaremos haciendo alusién al poliedro correspon-
diente a su realizaciéon geométrica. Asimismo, a partir de este momento, utilizare-
mos de manera intercambiable las notaciones o = (ag, . ..,a,) y {ao,...,a,} para
representar los elementos (simplices) de un complejo simplicial abstracto.

Definicién 3.27. [1] Sea U = {U,}aca un recubrimiento abierto de un espacio
topolégico X. El nervio de U, denotado por N (U), es el complejo simplicial abs-
tracto cuyo conjunto de vértices es A, y donde una familia {ayg,...,ax} define un
k-simplice si y s6lo si Uy, N ... N Uy, # 0.

Esta es una construccion extremadamente 1itil en teoria de homotopia. La razéon
principal en nuestro caso es el siguiente teorema, que proporciona criterios que
garantizan que A (/) es homotGpicamente equivalente al espacio subyacente X.

Teorema 3.28. [1] Sea U un recubrimiento abierto numerable de un espacio to-
poldgico X. Si para todo S C A, la interseccion (\,cqUs es contrdctil o vacia,
entonces el nervio N(U) es homotdpicamente equivalente a X .
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3.3. Principales complejos para el TDA. El TDA se apoya en varias cons-
trucciones de complejos simpliciales que capturan la estructura topolégica de los
datos. Hasta aqui hemos visto teoria relevante acerca de los complejos simpliciales.
A continuacién, presentamos algunas de las principales construcciones utilizadas en
la topologia computacional.

Definicién 3.29. [1] Dado un espacio métrico (X, d), un subconjunto VC X y
un nimero real € > 0, el complejo de Cech, denotado por C' (V, €), se define como el
nervio del recubrimiento {B.(v)},ev, donde B.(v) denota la bola abierta de radio
€ centrada en v. Es decir, C'(V, €) es el complejo simplicial abstracto cuyos vértices
son los puntos de V' y donde un conjunto de k+ 1 vértices {vo, ..., vy} forma un k-
simplice si y sdlo si la interseccién de las bolas correspondientes B (vo)N...NB(v)
es no vacia.

Definicién 3.30. [10] Sea X un espacio métrico. El complejo de Vietoris-Rips, de-
notado como, R.(X) a escala e se define como el complejo simplicial abstracto cuyos
simplices son todos los subconjuntos finitos o = {zg,..., 2} C X que satisfacen

d(z;,x;) < e paratodo z;,z; € 0.

El complejo de Cech puede ser computacionalmente costoso, especialmente cuando
se maneja una gran cantidad de datos, debido a la necesidad de calcular y verificar
la intersecciéon de bolas abiertas para todos los subconjuntos posibles de puntos.
En comparacién, el complejo de Vietoris-Rips suele ser menos costoso, ya que solo
requiere verificar distancias entre pares de puntos en lugar de calcular intersecciones
de bolas, lo que lo hace mas manejable para grandes conjuntos de datos.

Estas dos construcciones estan estrechamente relacionadas y se puede establecer
una conexién formal entre ellas. Este vinculo se resume en el siguiente resultado:

Teorema 3.31. [1]

C(X,e) CVR(X,2¢) C C(X,2¢).
Esta relacion es 1til para entender cémo las diferentes escalas de anélisis afectan la
estructura topoldgica capturada por estos complejos.

Ademés de los complejos de Vietoris-Rips y Cech, existen otras construcciones rele-
vantes en TDA. El diagrama de Voronoi y su correspondiente complejo de Delaunay
son fundamentales para estudiar la estructura espacial de los puntos en RY.

El diagrama de Voronoi divide el espacio en regiones, cada una asociada a un punto
especifico del conjunto dado. Cada punto dentro de una célula estd méas cerca de
su punto de referencia que de cualquier otro punto de referencia.

Definicién 3.32. [17] Sean X C R¥ nuestra nube de puntos y A € X un punto de
referencia (representante), llamamos célula de Voronoi asociada a A a

Va = {z e RY 1 d(z,\) < d(z,\) VN € X}.
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Definicién 3.33. [17] El nervio asociado al diagrama de Voronoi es un complejo
simplicial que recibe el nombre de complejo de Delaunay y se denota como

D(X):{JCX: ﬂVHA@}.

A€o

Por lo tanto, apoyandonos en el Teorema del nervio, intersectando estos subespacios
podemos elaborar un complejo simplicial conservando el tipo de homotopia, pues
estas intersecciones, R.(\) = VAN B.(A) para todo A € X, forman un recubrimiento
de nuestra nube de puntos X. Veamos céomo construir dicho complejo:

Definicién 3.34. [17] Dado ¢ > 0, definimos el complejo Alfa como el nervio del
recubrimiento dado por {R¢(A)}aex-

A(X) = {JCX: N RE(A)#(Z)}.

A€o

3.4. Aplicaciones al TDA. Aunque la discusién sobre filtraciones, homologia
persistente y su aplicacién en el TDA no forma parte de los objetivos principales
de esta investigacién, es importante abordar estos conceptos para proporcionar un
contexto mas amplio y permitir una comprensiéon méas profunda de las aplicaciones
practicas de los complejos simpliciales, es por esto que esta seccién serd muy bre-
ve, pero relevante. A continuacién, exploraremos cémo los complejos simpliciales
se utilizan en TDA, centrandonos en la técnica de filtraciones y en la homologia
persistente.

Definicién 3.35. [17] Una filtracién de un complejo simplicial K, denotada por
F = {K;}ier con I totalmente ordenado, es una familia de subcomplejos de K tal
que se verifica que K; C K; para todoi < jy 0, K € F.

Esta técnica es esencial en TDA, ya que permite estudiar la evolucién de las carac-
teristicas topoldgicas a través de diferentes escalas. La idea central es construir una
serie de complejos simpliciales, cada uno correspondiente a un parametro diferente.

Los métodos de Cech, Alpha y Vietoris-Rips nos permiten construir filtraciones
de tipo finito con parametro real. Por cuestiones de economia computacional e
interpretabilidad, en la practica no se suele tomar la filtraciéon completa sino que
se escoge un M maximo y se impone que K. = K); para todo € > M.

El uso de filtraciones lleva a la homologia persistente, una herramienta clave en
TDA. La homologia persistente estudia cémo cambian las caracteristicas topolégicas
(como componentes conexas, agujeros y cavidades) a medida que varia el pardmetro
de la filtracién. Esto proporciona informacién sobre la importancia y la relevancia
de estas caracteristicas a través de diferentes escalas.

Para representar la informacién de la homologia persistente, se utilizan diagramas
de persistencia, siendo el codigo de barras uno de los méas comunes. Este diagrama
muestra la persistencia de caracteristicas topoldgicas a lo largo de diferentes escalas
de filtracién, donde la longitud de cada barra indica la duracién de la caracteristica
en el tiempo.
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F1auraA 6. Ejemplo de filtracién con su cédigo de barras asociado [17].

Ejemplo. Imaginemos que tenemos una nube de puntos que representa las posi-
ciones de diversas estaciones meteorolégicas en una regién. Queremos analizar la
estructura topoldgica de estos datos para identificar caracteristicas significativas
como dreas densamente conectadas (componentes conexas) y posibles patrones de
vacios o huecos (agujeros y cavidades) en los datos.

En la figura 6 se muestra un ejemplo de una filtraciéon de un complejo simplicial
construido a partir de esta nube de puntos y su correspondiente diagrama de c6digo
de barras.

En la parte superior de la figura, se observa cémo evoluciona el complejo simplicial
a medida que aumenta el parametro e. Cada subcomplejo K; se muestra en un
recuadro separado. A medida que el pardmetro crece, se agregan mas simplices al
complejo, cambiando su topologia.

En la parte inferior de la figura, el diagrama de barras muestra la persistencia de
caracteristicas topoldgicas en diferentes escalas de filtracién. Las barras rojas en Hy
indican componentes conexas, las verdes en H; representan agujeros, y la morada
en Hs una cavidad. La longitud de cada barra refleja la duracién de la caracteristica,
lo que ayuda a identificar las mas significativas en los datos.

Las caracteristicas topoldgicas, representadas en diagramas de persistencia como el
codigo de barras, se integran con el anélisis de datos tradicional. Esto enriquece la
interpretacién de los datos y proporciona una base sélida para tomar decisiones y
desarrollar modelos predictivos o descriptivos.
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4. CONCLUSIONES

Hemos examinado la aplicacién de complejos simpliciales para analizar datos com-
plejos. Estos complejos proporcionan una herramienta poderosa para representar
y entender la topologia subyacente en conjuntos de datos, revelando patrones y
estructuras que no se capturan con métodos tradicionales.

Los complejos simpliciales permiten construir representaciones geométricas y abs-
tractas de datos multidimensionales, lo que es crucial para el andlisis en campos
como la biologia computacional, la ciencia de materiales y la ingenieria. En virtua-
lizacién cientifica, por ejemplo, los complejos simpliciales se utilizan para modelar
y visualizar datos de simulaciones cientificas complejas, facilitando el anélisis de
fendmenos fisicos [18]. En la ciencia de materiales, permiten estudiar la topologia
de materiales porosos y su relacién con propiedades fisicas [19]. Estas aplicaciones
subrayan la versatilidad y la utilidad de los complejos simpliciales.

Aunque presentan desafios como la alta carga computacional y la necesidad de co-
nocimientos especializados para interpretar los resultados, los complejos simpliciales
son una herramienta valiosa que complementa y enriquece los métodos tradicionales
de anélisis de datos y es muy recomendado optimizar los algoritmos de construccién
y andlisis, y explorar su integracién con técnicas como el aprendizaje automatico
para expandir sus aplicaciones y mejorar su eficiencia.
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ANALISIS PREDICTIVO EN DATOS DE TEMPERATURA EN
HONDURAS MEDIANTE MODELOS ESTADISTICOS Y
MACHINE LEARNING

NATHALYE NICOL DERAS DURON

RESUMEN. Este estudio aborda el desafio de pronosticar la variacién de la
temperatura en Honduras a través de un andlisis de series temporales, uti-
lizando datos proporcionados por el Instituto Hondurefio de Ciencias de la
Tierra (IHCIT) de la UNAH. Los datos de la temperatura promedio se reco-
pilan diariamente por la estacién meteorolégica ubicada en la UNAH. Para
lograr la mejor precisién en la estimacién y prediccién de la serie temporal,
se emplea un enfoque basado en modelos de redes neuronales, comparando
los resultados con los modelos estadisticos ARIMA. Al implementar estos mo-
delos, se busca resolver la complejidad inherente en la prediccién climatica,
permitiendo el andlisis de los datos histéricos y actuales de la temperatura
con el fin de identificar patrones, tendencias y proyecciones futuras. Los re-
sultados obtenidos en esta investigacién permitiran establecer la factibilidad
de implementar esta metodologia en diversas estaciones meteorolégicas para
obtener una visién maés precisa del comportamiento de la temperatura en la
regién hondurena. Estos hallazgos pueden proporcionar la formulacién de es-
trategias para la adaptacién y mitigacién del cambio climético en Honduras,
lo que representa una contribucién valiosa para abordar este desafio crucial a
nivel regional.

ABSTRACT. This study tackles the challenge of forecasting the temperature
changes in Honduras via a time series analysis, using data provided by IHCIT,
UNAH. The average temperature data is measured daily by the meteorological
station located in UNAH. To get the the most accuracy from the time series es-
timation and prediction, the focus is based in artificial neural network models,
comparing them with ARIMA statistic models. By using these models, we try
to solve the the complexity of climatic forecasting, allowing historic and cu-
rrent data analysis with the objective of identifying patterns, trends and future
predictions. The results obtained in this research will stablish the factibility
of implementing this methodology in diverse meteorological stations to get a
more precise overview of temperature behaviour in Honduras. This discoveries
will provide for a formulation of strategies for the mitigation of climate change
in Honduras, which represents a valuable contribution to approach this crucial
challenge at a regional level.

1. INTRODUCCION

La prediccién con series de tiempo tiene importancia crucial en varios temas de
la ciencia e ingenierfa [1].
Fecha: Agosto de 2024.

Palabras y frases clave. Machine Learning, Redes Neuronales, Series Temporales, Modelos
ARIMA, Cambio Climatico.
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Hasta el momento, se han llevado acabo muchas investigaciones sobre el modela-
miento y prediccién de series de tiempo con estacionariedad. El resultado de estas
investigaciones es el desarrollo de redes neuronales, que se han utilizado desde la
década de los 80 [2]. El cambio climético tiene impacto en sectores de importan-
cia fundamental en Honduras, como la agricultura. Algunos impactos relevantes
incluye la erosién de la tierra, el aumento en la temperatura, el aumento de valores
climéticos extremos, y cambios en la calidad de los cultivos [3, 4].

En este trabajo, se estard usando como parametro indicador de cambio climético la
temperatura y sus variaciones desde el ano 1979 hasta 2023, con el objeto de esti-
mar las fluctuaciones de este parametro, y predecir el mismo a futuro, por medio de
modelos estadisticos ARIMA, y Machine Learning por medio de redes neuronales.

Los modelos ARIMA son comunmente utilizados para predecir pardmetros de
cambio climatico como temperatura, y precipitaciéon con el objetivo de aportar en
aplicaciones de ingenierfa ambiental y civil [5, 6]. Y debido a la estacionariedad de
los datos que fueron proporcionados por el IHCIT, serdn los modelos de comparacion
ideales respecto a los modelos de redes neuronales.

Las redes neuronales son un sistema computacional de aprendizaje supervisado
muy popular que simula técnicas de aprendizaje de organismos bioldgicos [7] , que
dan como resultado un ajuste altamente preciso, lo cual serd aplicado para estudiar
y proponer soluciones a la creciente problematica del cambio climético en Honduras,
siendo este tema uno de los ejes prioritarios de investigacién en la UNAH.

2. ANTECEDENTES

El inicio de las redes neuronales artificiales llegé en 1943 cuando Warren McCu-
lloch y Walter Pitts desarrollaron el primer modelo de redes neuronales, publicando
un articulo sobre como las neuronas funcionan [6]. Sus redes se basaban en elemen-
tos simples y los resultados de su trabajo fueron funciones légicas simples [8].

Posteriormente, en 1958, Rosenblatt llevé a cabo un trabajo sobre perceptrones
[11]. El perceptron era un dispositivo electrénico que se construyé de acuerdo a
principios biolégicos y mostraba habilidades de aprendizaje, asi que Rosenblatt, en
1962 public6 un libro sobre neuro-computacién [10].

Luego de un periodo de entusiasmo, el progreso de las redes neuronales y la
neuro-computacién se vio estancada por un periodo de aproximadamente diez anos,
iniciado en 1969, cuando Minsky y Papert escribieron un libro sobre Perceptrones,
parte de una campana de desacreditacion a la investigacion de las redes neurona-
les, mostrando una cantidad importante de problemas fundamentales y sobre las
limitaciones de los Perceptrones.

A pesar del estancamiento, varios eventos en 1980 renovaron el interés en el te-
ma, uno de ellos siendo la publicaciéon de Kohonen, quien introdujo la red neuronal
artificial, que es comunmente llamada Mapa o red de Kohonen.

Mas adelante, en 1982, Hopfield publica un articulo describiendo las redes neuro-
nales artificiales. Para 1985, el institito americano de Fisica inicié lo que ahora se
lleva a cabo como una reunién anual: Redes neuronales para computacién. En 1987,
la primera conferencia abierta sobre redes neuronales se llevé a cabo, y a dia de
hoy, progresos significativos se han llevado a cabo en el area, atrayendo atencién
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y financiamiento para continuar las investigaciones. A dia de hoy, las discusiones
sobre redes neuronales ocurren en todas partes [8].

3. EL USO DE REDES NEURONALES EN EL PRONOSTICO USANDO SERIES DE
TIEMPO

3.1. Preliminares.

8.1.1.  Definicion. Se llama series de tiempo a un conjunto de observaciones sobre
valores que toma una variable (cuantitativa) en diferentes momentos del tiempo.
Los datos se pueden comportar de diferentes formas a través del tiempo, puede
que se presente una tendencia, un ciclo; no tener una forma definida o aleatoria,
variaciones estacionales (anual, semestral, etc).

Las observaciones de una serie de tiempo seran denotadas por Y1,Ys, ..., Y7 , donde
Y; es el valor tomado por el proceso en el instante t. Los modelos de series de tiempo
tienen un enfoque netamente predictivo y en ellos los prondsticos se elaboraran sélo
con base al comportamiento pasado de la variable de interés [13].

8.1.2.  Componentes de una serie de tiempo. Se dice que una serie de tiempo puede
descomponerse en cuatro componentes que no son directamente observables, de los
cuales inicamente se pueden obtener estimaciones. Estas cuatro componentes son:

= Tendencia: Representa el comportamiento predominante de la serie. Esta
puede ser definida vagamente como el cambio de la media a lo largo de un
extenso periodo de tiempo.

= Ciclo: Caracterizado por oscilaciones alrededor de la tendencia con una larga
duracién, y sus factores no son claros. Por ejemplo, fenémenos climéticos,
que tienen ciclos que duran varios anos.

= Estacionalidad: Es un movimiento periédico que se producen dentro de un
periodo corto y conocido. Este componente estd determinado, por ejemplo,
por factores institucionales y climaticos.

= Aleatoriedad: Son movimientos erraticos que no siguen un patrén especifico
y que obedecen a causas diversas. Este componente es practicamente impre-
decible. Este comportamiento representan todos los tipos de movimientos
de una serie de tiempo que no son tendencia, variaciones estacionales ni
fluctuaciones ciclicas [13].

3.1.8. Deep Learning. Deep learning es una forma de “machine learning” que per-
mite que las computadoras aprendan a partir de la experiencia y entiendan el mundo
en términos de una jerarquia de conceptos. Como la computadora recopila infor-
macion de experiencia, no es necesario que haya un operador humano de la compu-
tadora que especifique el conocimiento requerido por la computadora.

La jerarquia de conceptos, permite que la computadora aprenda conceptos compli-
cados construyéndolos a partir de conceptos mds sencillos [14].

3.1.4. Modelos estadisticos ARIMA. ARIMA es una reconocida familia de mo-
delos de series de tiempo que se origind por su uso en economia. Esta familia de
modelos, capaz de predecir puntos futuros en un conjunto de datos de series de tiem-
po, son valoradas por sus caracteristicas estadisticas, su capacidad de implementar
un rango de modelos exponenciales que aportan suavidad, y por la integracion del
método de Box-Jenkins durante la fase de entrenamiento del modelo.
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Antes de comprender el modelo ARIMA, es crucial entender el operador de
retrasos B, el cual es un dispositivo notacional bastante 1til cuando se trata de
lidiar con retrasos en una sucesion. Para una serie de tiempo Y3, la serie con retraso
se denotard por BY; = Y;_1, y similarmente ByY; = Y;_ [16]. Los modelos ARIMA
contienen tres pardmetros (p,d,q) y se pueden representar mediante:

(3.1) (1—B); = u+ ®(B)(1 — B)%Y; = u+ ®(B)Z(t) + O(B)e;.

3.2. Redes Neuronales. Una red neuronal es un tipo de inteligencia artificial
que intenta imitar la forma en que el cerebro humano funciona. En lugar de uti-
lizar un modelo digital, donde todos los célculos manipulan ceros y unos, una red
neuronal funciona creando conexiones entre los elementos procesados, lo cual, es el
equivalente computacional de las neuronas.

Las redes neuronales son particularmente efectivas prediciendo eventos cuando
las redes tienen una base de datos grande previo a las situaciones a predecir. Tam-
bién, son un conjunto de algoritmos modelados holgadamente en el cerebro humano,
disenados para reconocer patrones. Interpretan datos sensoriales a través de per-
cepcién de méaquina, etiquetando o agrupando los datos de entrada. Los patrones
reconocidos son numéricos, contenidos en vectores, hacia los cuales, todos los datos
reales, sean estos imagenes, sonido, texto o series de tiempo, deben ser traducidos.

En su forma maés sencilla, un cerebro bioldgico es una colecciéon muy grande de
neuronas. Cada neurona tiene signos quimicos y eléctricos de entradas a través de
sus numerosas dendritas y transmite las senales de salida mediante un axén.

Los axones entran en contacto con otras neuronas en uniones especializadas
llamadas sinapsis, donde pasan sus senales de salida hacia otras neuronas para
repetir el mismo proceso millones de veces.

Inspirdndose en el cerebro, una red neuronal artificial es una coleccién de uni-
dades conexas, también llamadas neuronas. La conexién entre las neuronas puede
transportar senales entre ellas. Cada conexién transporta un valor de ntimero real,
el cual determina la fuerza de la senal [15].

Maés aun, los modelos de aprendizaje profundo tienen la ventaja de ser capaces
de descubrir autométicamente estructuras intrincadas en datos de altas dimensio-
nes, una tarea que comunmente requiere ser trabajada manualmente en el caso
de bosque aleatorio. Los modelos de aprendizaje profundo se construyen utilizando
multiples capas de neuronas artificiales o nodos, disenadas para replicar la estructu-
ra y funcionamiento del cerebro humano. Procesando los datos y creando patrones
para la toma de decisiones, estos modelos son la clave tecnolégica detras de aplica-
ciones avanzadas, incluyendo el procesado de lenguaje natural, reconocimiento de
voz, visién de computadora, bioinformédtica, entre otras.

8.2.1.  Funciones de activacion. El aprendizaje profundo se basa en redes neurona-
les artificiales con representacién en capacidades de aprendizaje. Las arquitecturas
del aprendizaje profundo como ser las redes neuronales profundas, las redes neuro-
nales recurrentes y las redes neuronales convolucionales han sido aplicadas a través
de varios campos, consistentemente demostrando una exactitud notable en tareas
impulsadas por el reconocimiento de patrones en los datos. Comparativamente,
métodos como bosque aleatorio, aunque son mas sencillas de entrenar e interpretar,
pueden fallar con tareas que requieran interacciones de alto nivel, y en areas de
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prediccién de sucesiones, donde los métodos de aprendizaje profundo sobresalen
[16].

Las redes neuronales se organizan en multiples capas y cada capa se compone de
un numero de nodos interconectados que tienen funciones de activacién asociadas
a ellos. Se le proporciona los datos a la red por medio de la capa de entrada, la cual
se comunica con otras capas y procesan los datos de la entrada con la ayuda de un
sistema de conexiones pesadas. Estos datos procesados se obtienen posteriormente
por medio de la capa de salida.

8.2.2.  ¢Por qué las redes neuronales requieren funciones de activacién? Dado que
las redes neuronales son una red de multiples capas de neuronas que consisten de
nodos que se utilizan para la clasificacién y prediccién de datos ingresados como
entrada de la red. Existe una capa de entrada, y una o multiples capas ocultas y
multiples capas. Todas las capas tienen nodos y cada nodo tiene un peso que es
tomado en consideracion al procesar informacion de una capa a la siguiente.

Si una funcién de activaciéon no se usa en una red neuronal, luego la senal de
salida seria simplemente una una funcién lineal. Aunque una ecuacién lineal es
sencilla y simple de resolver, su complejidad es limitada y no tienen la habilidad de
aprender y reconocer mapeos intricados de los datos. Una red neuronal sin funcién
de activacion seria equivalente a un modelo de regresion lineal con desempeno y
potencia limitados la mayor parte del tiempo.

Es deseable que una red neuronal no solo aprenda y calcule, si no que, tam-
bién desempene tareas mas complicadas que modelar, como ser, el procesado de
imégenes, video, audio, texto, etc. Esta es la razén por la cual usar funciones de
activacion y técnicas como el deep learning, que comprendan conjuntos de datos no
lineales, o de altas dimensiones, donde el modelo tenga miultiples capas ocultas. El
modelo antes mencionado, es la red neuronal densa, o también llamada multicapa.
Otro modelo significativo en el aprendizaje profundo es la red neuronal recurrente
(RNR). Las RNR son particularmente efectivas cuando se trabaja con datos se-
cuenciales, y su particularidad es que mantienen una forma de memoria utilizando
su propia salida como la entrada del siguiente paso. Esto hace que las RNR sean
especialmente eficaces para tareas como el andlisis de series de tiempo y procesado
de lenguaje natural, donde el orden de los datos es significativo.

8.2.8.  Arquitecturas utilizadas. Existen varios tipos de redes neuronales artificia-
les. Este tipo de redes son implementadas basadas en las operaciones matemaéticas
y un conjunto de pardmetros requeridos para determinar la salida [15]. Para efec-
tos de este estudio, aparte de los modelos estadisticos ARIMA, se utilizaron redes
neuronales multicapa, y redes neuronales recurrentes, hablaremos de estas tltimas
a continuacion.

Red Neuronal Multicapa: La red neuronal multicapa, o también llamada red neu-

ronal densa, es el tipo mas béasico de red neuronal artificial, no hay circulacién en la
red. Los datos viajan en una misma direccién. Luego, una red neuronal multicapa
es una funcién no lineal de entradas, lo cual es la composiciéon de funciones de sus
neuronas.
Una gran variedad de posibles topologias puede plantearse, bajo la tnica restriccién
que las conexiones de los grafos sean aciclicas. Sin embargo, la mayoria de aplica-
ciones utiliza redes neuronales multicapa, cuya arquitectura se muestra en la figura
1.
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Hidden
Input
Output

FI1cURA 1. Red Neuronal Multicapa [18].

La red neuronal usada en la seccién de experimentacion, tiene una sola capa
oculta, la ecuaciéon que describe la red neuronal recurrente con una capa oculta es:

M D
~ 2 1 1 2
(32) pe=g D wi g (Y wl ai+wly) | +wil) | k=1,.K,
j=1 i=1

donde g y g son funciones de activacion. En el caso de este estudio, se utilizé una
funcién de activacién de unidad lineal rectificada, también llamada ReLU.

Por otro lado, la red neuronal recurrente es la arquitectura mas general de redes
neuronales, cuyos grafos de conexiéon muestran ciclos. En dicho grafo, existe al
menos un camino, seguido de las conexiones, que conducen de regreso a la neurona
inicial, dicho camino es llamado ciclo.

Como la salida de la neurona no puede ser una funcién en si misma, una arquitec-
tura de este tipo, requiere que el tiempo sea tomado en cuenta de forma explicita:
la salida de la neurona no puede ser una funcién en el mismo instante de tiempo,
pero puede ser funcién de su valor anterior.

En la actualidad, la basta mayoria de aplicaciones de redes neuronales se imple-
mentan como sistemas digitales, por lo cual, los sistemas discretos son el marco refe-
rencial para investigar usando redes neuronales recurrentes, las cuales se describen
matematicamente como ecuaciones recurrentes, que son los equivalentes discretos
de las ecuaciones diferenciales continuas [17]. La arquitectura de una red neuronal
recurrente se muestra en la figura 2.

3.3. Resultados y Experimentacion. Se trabajé con datos reales, los cuales
fueron proporcionados por el IHCIT en la UNAH, los cuales son recopilados como
un promedio diario. A continuacién, se muestra la serie de tiempo con los datos, los
cuales, comprenden los anos 1979 a 2023. Se tomaron los anos 1979 a 2022 como
entrenamiento para los modelos estadisticos y para las redes neuronales, usandose
el ano restante, 2023 para prediccién.

41



ANALISIS PREDICTIVO DE TEMPERATURA EN HONDURAS 7

Output O,

Wi 4

Hidden Layer H,

Wa 41

Input X,

W,

FIGURA 2. Red Neuronal Recurrente, [19].
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FicurA 3. Datos reales de temperatura diaria

Los resultados de estimacién obtenidos usando ARIMA (3,1,3) como fue sugerido
por AutoArima en R, de acuerdo a la figura 4 es notorio que los modelos ARIMA
se adaptan muy acertadamente a la tarea de estimacién, incluso en valores que
exceden los promedios de temperatura baja, y alta.

A pesar de los resultados sobresalientes en estimacion, es valido afirmar que el
modelo ARIMA falla cuando se trata de predecir, pues no se adapta a la estacio-
nariedad de los datos, ni a los valores més bajos o altos de temperatura. Esto se
evidencia en la figura 5.
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FIGURrA 4. Estimacién usando ARIMA (3,1,3)
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FIGURA 5. Prediccién del afio 2023 usando ARIMA (3,1,3)

La red neuronal densa, evidentemente muestra ventajas en el aprendizaje de la
estacionariedad observada en los datos de temperatura, comparado con el modelo
ARIMA visto anteriormente, y mds atin, muestra habilidades prometedoras en pre-
diccidén, replicando muy bien el comportamiento de los datos. El azul representa los
datos reales, el verde la estimacién realizada por la red neuronal, y el naranja es la
prediccién hecha por la misma.

La estimacién usando la red neuronal recurrente es incluso mejor que los dos
trabajados anteriormente.
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F1GURA 6. Estimacién y prediccién usando una red neuronal multicapa)
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Ficura 7. Estimacién usando una red neuronal recurrente, perio-
do de entrenamiento comprendido de 1979 a 2022

Resultados de prediccién usando una red neuronal recurrente

1 — Data real
—— Prediccién

Jan 2023 Mar 2023 May 2023 Jul 2023 Sep 2023 Nov 2023

FIGURA 8. Prediccion del ano 2023 mediante una red neuronal recurrente

Cabe mencionar, con este tltimo grafico, que los valores maximos y minimos son
mejor estimados por la red neuronal recurrente, lo cual fue mencionado teéricamente
en la seccién 3.2.

4. CONCLUSIONES

= El modelo ARIMA, muestra muy buenos valores de estimacién, pero discrepa
en prediccién.

= La red neuronal densa presenta resultados muy acertados tanto de estima-
ciéon como de prediccién, siendo una opcién muy factible para predecir la
estacionariedad del parametro temperatura.

44



10 NATHALYE NICOL DERAS DURON

= La red neuronal recurrente presenta los mejores resultados dentro de los
modelos utilizados para estimacién y prediccién por igual.

= Durante el desarrollo de este trabajo, surgieron algunas propuestas de inves-
tigacion sin abordar a nivel de pais, una de ellas siendo la implementacién
de estos modelos y metodologias con datos a nivel nacional, o bien, con-
siderando més variables, creando asi un modelo bivariado que correlacione
variables meteorolégicas, dando asi una idea mas clara del comportamiento
de la temperatura como variable en Honduras.
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SERIES TEMPORALES APLICANDO MEDIAS MOVILES AL IPC
PARA PREDECIR INFLACION

IRVIN SAID CANALES ORDONEZ

RESUMEN. Este escrito narra paso a paso el desafio de pronosticar los niveles de in-
flacién en el indice de precio del consumidor en los distintos productos en la canasta
bésica en Honduras, a través de un andlisis de series temporales, utilizando datos
proporcionados por la “Secretaria Ejecutiva del Consejo Monetario Centroameri-
cano” (SECMC por sus siglas en espaifiol). Al implementar el modelo de medias
méviles mejor conocido como: MA, que es el modelo bésico en el que se busca com-
parar datos anteriores y actuales y ver en base a los resultados ;De cuanto es el
nivel porcentual de inflacién en el territorio nacional? Cabe resaltar que existe la
posibilidad también (aunque sea poco probable) de que tengamos 0% de inflacién,
es decir, tendriamos estabilidad, e incluso en lugar de inflacién podriamos tener
rebajas o reduccién en los precios.

ABSTRACT. This paper narrates step by step the challenge of forecasting inflation
levels in the consumer price index in the different products in the basic basket in
Honduras through a time series analysis, using data provided by the “Executive
Secretariat of the Central American Monetary Council” (SECMC by its acronym
in Spanish). By implementing the moving average model, better known as: MA,
which is the basic model, which seeks to compare previous and current data and
see, based on the results, how much is the percentage level of inflation in the Na-
tional territory? It should be noted that there is also the possibility (although it is
unlikely) that we will have 0 % inflation, that is, we would have stability, and even
instead of inflation we could have discounts or reductions in prices.

Fecha: 10 de Junio del 2024.
Palabras y frases clave. Series Temporales, Inflacién, Estabilidad, Medias Méviles, Reduccién.
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1. INTRODUCCION

Esta es una investigacion ligada a la Escuela de Matemdticas en el drea de Estadistica
y Economia de la Universidad Nacional Auténoma de Honduras y estd dirigida a toda
persona en cualquier &mbito (profesional o no) que tenga el interés de saber ;Qué tanto
se ven afectados sus ingresos econémicos con respecto a la inflacién en la economia actual
del pais? Ya que es un tema importante que afecta a cualquiera sin ver distinciones de
clases sociales.
La inflacién al consumidor es el aumento generalizado y sostenido de los precios de los
bienes y servicios més representativos del consumo de los hogares de un pais. Si bien hay
distintas medidas de inflacién, cuando hablamos de este fenémeno hacemos referencia a
la que tiene que ver con el incremento de los precios que enfrentan los consumidores por
sus compras habituales [2].

Este trabajo pretende ser una breve introduccién al estudio de las series temporales,
las cuales poseen una gran importancia en el campo de la Economia y la Estadistica dada
la abundancia de este tipo de observaciones; de hecho, dichas series constituyen la mayor
parte del material estadistico con el que trabajan los economistas. Pero, ;qué es una serie
temporal? Sin duda es una pregunta un tanto compleja ya que su respuesta es demasiado
extensa, pero en pocas palabras, una serie temporal es una sucesién de observaciones de
una variable realizadas a intervalos regulares de tiempo [1]. Es claro que al avanzar en
nuestra investigacién indagaremos un poco mas en la definicién formal y ademds de incluir
los tipos de series y sus respectivos modelos mateméticos. El objetivo fundamental en el
estudio de las series temporales es el conocimiento del comportamiento de una variable
a través del tiempo y; a partir de dicho conocimiento y bajo el supuesto de que no van
a producirse cambios estructurales, poder realizar predicciones, es decir, determinar qué
valor tomara la variable objeto de estudio en uno o mas periodos de tiempo situados en
el futuro mediante la aplicacién de un determinado modelo calculado previamente [1, 3.
Es importante recalcar que el “objetivo principal” de esta investigacién es poder aplicar el
modelo de medias mdviles denominado como: MA al IPC con una base de datos propor-
cionada por la Secretaria Ejecutiva del Consejo Monetario Centroamericano; apoyandonos
en el lenguaje de programacién de R y con eso poder predecir si en los préximos meses a
corto plazo (de 1 a 5 meses aproximadamente) habra inflacién en el IPC de Honduras.

Una observacién importante es que en los tipos de series temporales estan: las univa-
riadas y las multivariadas [3] y este trabajo investigativo se basa tinicamente en el caso
univariante que tiene como variable independiente los indices de inflacién del pais ya que
en el andlisis multivariante considera simultdneamente series temporales multiples. En
general, es mucho mas complicado que el andlisis de series de tiempo univariante, espe-
cialmente cuando el niimero de series consideradas es grande.

Entre los distintos tipos de medias méviles que se pueden construir nos vamos a referir
a dos tipos: centradas y asimétricas. El primer tipo se utiliza para la representacién de
la tendencia, mientras que el segundo lo aplicaremos para la prediccién en modelos con
media constante. Entre dichos tipos encontramos modelos como el ya mencionado MA(q)
(de orden gq), Alisado Exponencial Simple, estdn también los modelos ARMA que son una
combinacién entre los modelos de medias méviles MA y los modelos auto-regresivos AR
[4]. En base a lo antes mencionado el modelo MA es una herramienta bastante 1til para
el andlisis de datos y predicciones a futuro.

2. ANTECEDENTES

El anélisis cientifico de las series de tiempo tiene una larga historia. De hecho, ha co-
menzado en 1664 cuando Sir Isaac Newton descompuso una sefal luminosa (o serie de
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tiempo) en sus componentes en diferentes frecuencias haciendo pasar la sefnal por un pris-
ma de vidrio, sin embargo su trabajo estaba ligado al campo de el célculo diferencial y
tras muchos afios de estudio y con el desarrollo de la estadistica como ciencia en 1894
M. 1. Pupin inventd el filtro de onda eléctrica. Este aparato ampliaba considerablemente
el dominio de las frecuencias sobre las cuales la serie de tiempo podria ser analizada. La
potencia de una senal eléctrica podia ser medida entonces en un intervalo de bandas de
frecuencias [5].

El desarrollo tedrico del andlisis de series temporales comenzaron con el estudio de los
procesos estocésticos. La primera aplicaciéon a datos puede atribuirse al trabajo de Udny
Yule y J. Walker entre 1920 y 1930. El modelo auto-regresivo (conocido hasta esa fecha
como un sistema de célculo) pudo ser descrito mateméticamente, con un buen grado de
aproximacién como una ecuacién diferencial estocdstica de segundo orden. Normalmente
el tiempo discreto de la ecuacién diferencial estocédstica es que sea de primer orden; pero
al aumentar el grado de la ecuacién se obtuvo una mejor estimacién, lo cual hoy en dia es
conocido como modelo auto-regresivo de segundo orden (denotado como AR(2)) [5].

Las series temporales son resultado de la confluencia de cinco lineas de trabajo en dis-
tintos campos cientificos. En primer lugar, tenemos los estudios de series astronémicas y
climéticas que dio lugar a la teoria de procesos estocasticos estacionarios desarrollados
por los matemaéticos Kolmogorov, Wiener y Cramer alrededor de 1910. En segundo lugar,
con el fin de refinar la prediccién en series de produccién y ventas en la década de los
sesenta, se desarrollaron los métodos de alisado, aprovechando la aparicién de los prime-
ros ordenadores. Se continué con la teoria de prediccién y control de sistemas de lineales,
impulsada por la ingenieria aerondutica y espacial. Una década después entré en juego la
teoria de procesos no estacionarios y no lineales, desarrollada sobre todo por economistas
y estadisticos. Y finalmente, el iltimo campo, corresponde con los modelos multivariantes
(en este trabajo desarrollamos modelos univariantes) y los métodos de reduccién de la
dimensién en sistemas dindmicos que siguen en desarrollo [6].

Una clase alternativa, y en muchas formas complementaria de otros métodos fueron los
llamados modelos de promedios mdviles de orden “q” (denotados como MA(q)), los cuales
tienen propiedades bastantes diferentes a las de los modelos auto-regresivos, pero to-
davia pueden mostrarnos una forma de comportamiento “pseudo” periédico. El estudio
sistematico de las propiedades estadisticas de los modelos de promedios méviles fue reali-
zado por Herman Wold en 1949 [5]. En 1970 George Box y Gwilym Jenkins desarrollaron
el modelo ARMA, el cual es una combinacién entre los modelos de auto-regresién (AR)
y medias méviles (MA), el libro que publicaron llamado “Time Series Analysis” [5, 7]
marcé un hito en el andlisis de series temporales al presentar una metodologia unificada
para estudiar series estacionarias y no estacionarias y aplicar estos modelos para casos
practicos, ademds de su gran contribucion en el desarrollo de los fundamentos estadisticos
de los sistemas de control.

Actualmente, se estan desarrollando sistemas basados en Machine Learning y Deep Lear-
ning. De hecho en 2020, un grupo de cientificos del MIT publicaron un articulo [8], en
el que presentaban una herramienta que permite manejar complicados sistemas de inteli-
gencia artificial para pronosticar la evolucién de la bolsa, el tiempo o la probabilidad de
desarrollar enfermedades. La nueva herramienta se llama tspDB (base de datos de pre-
diccién de series temporales) y permite obtener un nuevo algoritmo de prediccién sobre
una base de datos de series temporales ya existente. La base del nuevo algoritmo es otro
anterior llamado SSA (andlisis del espectro singular) que fue creado por el mismo equipo.
Este potente algoritmo es capaz de corregir y sustituir los valores que faltan dentro de una
serie de datos y pronosticar series temporales unicas. Este equipo propuso una solucién
para aplicacién de estas predicciones sobre conjuntos de datos multivariantes a través de
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apilar las distintas matrices de datos tunicas y tratarlas como si fuera una sola matriz con
mayor dimensién (MSSA) sobre la que se aplica el anterior algoritmo mencionado (SSA).
Los investigadores aseguran que el sistema resultante es realmente efectivo en predicciones
basadas en datos de series temporales multivariantes. De acuerdo al investigador principal,
Devavrat Shah, aunque los datos de las series temporales sean cada vez mas complejos,
este algoritmo puede captar eficazmente cualquier estructura de las series temporales,
permitiéndoles encontrar la lente adecuada para observar la complejidad del modelo de
datos. Actualmente, el equipo estd trabajando en mejorar la funcionalidad y la facilidad
de uso del sistema y se esta buscando nuevos algoritmos que sean compatibles. Uno de sus
objetivos es poder permitir anadir cambios puntuales en el comportamiento de las series
de datos y que el sistema los detecta autométicamente para incluirlos en sus predicciones,
para ello necesitaron todos los modelos que anteriormente hemos mencionado (AR, MA,
ARMA, ARIMA, Suavizado Exponencial etc.) [6, 8].

En 2019 la Universidad Nacional Auténoma de Puebla aplico el modelo de medias mévi-
les (MA) como alternativas de inversién en un indice accionario, el propdésito era encontrar
la estrategia adecuada incorporando andlisis técnico en los precios de activos financieros
al momento de invertir en los indices accionarios, ha sido una labor de investigacién por
mucho tiempo con el fin de maximizar las ganancias en los mercados financieros que se
encuentran en constante movimiento o tendencia [9] .

Es de conocimiento publico que la expansién de las ciencias de la computacion combi-
nado con la estadistica han permitido el desarrollo y las aplicaciones del andlisis de datos
utilizando las series temporales y sus distintos modelos, los cuales son aplicados (como
hemos podido ver a lo largo de toda la historia) en cualquier campo profesional. De hecho,
no parece tener un limite el uso de esta herramienta estadistica que sin duda motiva a mu-
chas personas a lo largo del tiempo a adaptarse e innovar para descubrir nuevos beneficios
y avances en el andlisis de datos.

3. ANALISIS Y CONCEPTOS PRELIMINARES DE LAS SERIES DE TIEMPO

3.1. Series de Tiempo. En esta seccién exploraremos los conceptos clave para el anéli-
sis de series temporales que serdn fundamentales para nuestro trabajo. Destacaremos la
importancia de la estacionariedad que nos serd de utilidad para entender los datos que
mas adelante analizaremos.

Definicién 3.1. Se llama Series de Tiempo a un conjunto de observaciones sobre valores
que toma una variable (cuantitativa) en diferentes momentos del tiempo. Las observaciones
de una serie de tiempo serdan denotadas por:

(3.1) Y1,Ys,....,Y, donde Y; (con i =1,2,3,....,n)
es el valor tomado por el proceso en el instante ¢ [10].

8.1.1. Proceso Estocdstico. Un proceso estocédstico es una sucesion de variables aleatorias
ordenadas y equidistantes cronoldgicamente referida o varias caracteristicas de una unidad
observable en diferentes momentos.

Definicién 3.2. Un proceso estocastico Y; es estacionario cuando las propiedades es-
tadisticas de cualquier sucesién finita Y7, ....,Y, son semejantes a las de la sucesién Y,
para h € Z [3].

8.1.2. Estacionariedad. Se refiere que los datos analizados poseen patrones que se repiten
de manera periddica a lo largo de toda una serie temporal.

Definicién 3.3. Una serie es estacionaria cuando es estable a lo largo del tiempo, es
decir cuando la media y varianza son constantes y no cambian en el tiempo. Esto se
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refleja graficamente en que los valores de la serie tienden a oscilar alrededor de una media
constante y la variabilidad con respecto a esa media también permanece constante en el
tiempo. Ademds, una serie temporal {Y,,n € N} se considera débilmente estacionaria si
su media, varianza y covarianza son constantes, en la condicién de estacionariedad débil,
asumimos que los primeros dos momentos de Y, son finitos [4].

3.2. Variaciones Estacionales. Son movimientos ascendentes y descendentes respecto
de la tendencia que se consuman en el término de un ano y se repiten anualmente, estas
variaciones suelen identificarse con base en datos mensuales o trimestrales [1].

Observacion 3.3.1. Si la serie no cumple la definicién descrita anteriormente entonces
es no estacionaria, en ese caso podemos corregir el problema ya que en la mayoria de
los modelos de series de tiempo necesitamos que la serie sea estacionaria y para ello
necesitamos lo siguiente:

= Ajuste por diferencial: calcula las diferencias entre observaciones consecutivas.

Calculo de log o raiz cuadrada: para estabilizar la varianza no constante.

= Prueba de raiz unitaria: esta prueba se usa para descubrir la primera diferencia o
regresion que se debe usar para hacerla estacionaria. En la prueba Kwiatkowski-
Phillips-Schmidt-Shin (KPSS), los valores pequefios de p sugieren que se requiere
una diferenciacién (o varias) [4, 14].

3.3. Propiedades.

= La estacionariedad débil no implica una estacionariedad estricta.
= Una secuencia independiente e idénticamente distribuida es estrictamente estacio-
naria [12].

8.8.1. Funcion de Auto-correlacion y Correlacion. Dichas funciones nos ayudan a evaluar
el grado de dependencia en los datos y ademés marca la relacién entre las variables en un
determinado tiempo y uno(s) anterior a este.

Definicién 3.4. El Coeficiente de Correlacién entre dos variables aleatorias X e Y es
definido como: pg,y que no es mas que la covarianza de ambas variables sobre la raiz
cuadrada del resultado de multiplicar la varianza de cada una de las variables y recordemos
que Var(X)= E(X — pz)? (de manera andloga para Y) ademds note que u, y iy son las
medias de X e Y respectivamente. Este coeficiente mide la fuerza de la dependencia lineal
entre X e Y, las dos variables aleatorias no estdn correlacionadas si pa,, = 0 [11].

Definicién 3.5. Considere una serie estacionaria r;. Cuando la dependencia lineal entre
r¢ y sus valores pasados r:—; son de interés, el concepto de correlacién esta generalizado a
la auto correlacién, es decir los coeficientes de correlacién entre r, y r.—; se llama el auto
correlacién de retraso | de r¢ y comtinmente se denota por p; [11] y que bajo las normas
de estacionariedad sigue siendo una funcién de 1 definida como:

(3.2) o = SV recy)
Var(r¢)

8.3.2.  Ruido Blanco. El ruido blanco es una sefial aleatoria que describe fluctuaciones
aleatorias sin ninguna estructura o patrén discernible. Es una herramienta esencial en
el andlisis de series temporales, ya que su objetivo principal es modelar la variabilidad
aleatoria en los datos. Ademds, ayuda a distinguir entre la sefial (patrones de interés) y
el ruido (fluctuaciones aleatorias) en un conjunto de datos observados, lo que facilita el
andlisis y la interpretacién de los datos [12].

Definicién 3.6. Una serie temporal Y; se llama ruido blanco si {Y:} es una sucesién
de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con media y varianza
finitas.
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Proposiciéon 3.7. Sea Y; una serie de ruido blanco, entonces dicha serie es estacionaria

8.8.8.  Criterio De Comparacion de Series. La bisqueda de un método que permita iden-
tificar el grado de similitud entre dos o mas series de tiempo es importante de realizar ya
que en la practica, es frecuente enfrentar situaciones en las que se requiere comparar dos o
mas series temporales, o analizar un gran nimero de estas series para separarlas en grupos
tan homogéneos como sea posible. Normalmente se generan bases de datos temporales que
luego se estudian para identificar concordancias y disimilitudes [13].

Definicién 3.8. Sean S; y S dos series de tiempo observadas en los instantes t1, ..., t, (conp €
N).Decimos que S; y S2 son similares en comportamiento, si en cualquier periodo de
tiempo observado aumentan o disminuyen de forma simultdnea con una misma tasa de
crecimiento. En otras palabras, si el valor de correlacion entre ambas series se aproxima a
1[13].

8.8.4. Comprobacion del Modelo. Un modelo ajustado debe examinarse cuidadosamente
para verificar posibles deficiencias. Si el modelo es adecuado, entonces la serie de residuos
deberia comportarse como un ruido blanco. El ACF (prueba de auto-correlacién) de los
residuos puede usarse para verificar la cercania de d¢ a un ruido blanco [15].

3.4. Modelo AR. El modelo AR es el llamado modelo auto-regresivo en el cual la
variable de estudio en un periodo de tiempo t es explicada por las observaciones de ella
misma.

Definicién 3.9. Sea r; una serie de tiempo, el modelo AR de orden 1 es define como
(3.3) Tt = ¢o + $1ri—1 + ax

donde {a:} se asume ser una serie de ruido blanco con media cero y varianza o2y ¢o +
¢11¢—1 se conoce como el polinomio de retraso [4].

Este modelo tiene la misma forma que la conocida regresion lineal simple. modelo en
el que r; es la variable dependiente y r:—1 es la variable explicativa. En las lecturas sobre
series temporales anteriores hemos visto que el modelo se denomina autor-regresivo AR (
modelo de orden 1) o simplemente modelo AR(1). Este modelo simple también es amplia-
mente utilizado en el modelado de volatilidad estocdstica cuando r; se reemplaza por su
volatilidad logaritmica [11].

Una generalizacién sencilla del modelo AR(1) es el modelo AR(p) denotado:

(3.4) Tt = Qo + P1re—1 + -+ GpTip + ay,
donde p es un numero entero no negativo y a; se define como en la ecuacién de orden 1.
Este modelo dice que los valores p pasados m¢—; (i = 1,2, ...... ,p) determinan conjunta-

mente la expectativa condicional de r: dados los datos pasados. El modelo AR(p) tiene la
misma forma que un modelo de regresién lineal miltiple con valores rezagados que sirven
como variables aclaratorias o de explicaciones de datos [11].

Una representacién grafica de la ACF de un modelo AR(p) estacionario deberfa mostrar
un efecto que tiende a reducir la amplitud de las oscilaciones (asemejando a un oscilador
arménico) en otras palabras, la ACF mostrarfa una mezcla de amortiguacién de senos
y cosenos con un decaimiento exponencial que dependerd de la naturaleza de las raices
caracteristicas.

3.4.1.  Funcidn de Auto-correlacion Parcial (PACF). La PACF de una serie temporal
estacionaria es funcién de su ACF y es una herramienta util para determinar el orden p
de un modelo AR. Una forma sencilla pero eficaz de introducir la PACF es considerar los
siguientes modelos AR en orden consecutivo:

Tt = ¢o,1 + P1,17t—1 + €1t
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re = Po,2 + P1,2Tt—1 + P2,27Tt—2 + €24,

donde ¢o.;, ¢i;, v {ej,+} son respectivamente el término constante, el coeficiente de
r¢+—; y el término de error de un modelo AR(j). Estos modelos estdn en forma de una
regresién lineal multiple y pueden ser estimados por el método de minimos cuadrados.
La estimacion 431,1 de la primera ecuacién se llama la PACF de muestra de lag-1 de r.
La estimacion qgg,z de la segunda ecuacién es la PACF de muestra de lag-2 de r, y asi
sucesivamente [11].

8.4.2.  Criterio de Informacién o Comparacion. Existen varios criterios de Comparacién
para determinar el orden p de un modelo. Todos ellos se basan en la verosimilitud [11, 4].
El criterio de informacién de Akaike (AIC) se define como:

2 2
AIC = —7 In(verosimilitud) + T X (nimero de pardmetros),

donde la funcién de verosimilitud se evalia en las estimaciones de maxima verosimilitud
v T es el tamano de la muestra. El primer término del AIC mide la bondad de ajuste del
modelo a los datos, mientras que el segundo término se llama funcién de penalizacién del
criterio porque penaliza un modelo candidato por el nimero de pardmetros utilizados [11].
Diferentes funciones de penalizacién resultan en diferentes criterios de informacién. Otro
criterio de funcién comunmente utilizado es el criterio de informaciéon Schwarz-Bayesiano
(BIC) [11]

BIC(P) = In(6%) + 1n(T)%
La penalizacién por cada pardmetro utilizado es de 2 para AIC y In(T") para BIC. Por lo
tanto, en comparacién con AIC, BIC tiende a seleccionar un modelo més bajo cuando el
tamano de la muestra es moderado o grande.

3.5. Modelo de Medias Mdéviles MA. Es el promedio de los n valores de datos mas
recientes de una serie de tiempo, a medida de que se dispone del nuevo valor de un dato de
una serie de tiempo, la nueva observacién reemplaza a la antigua en la serie de n valores
como base para determinar el nuevo promedio.

El promedio mévil sirve para pronosticar valores de datos del siguiente periodo de
tiempo de la serie, es decir el t;+1 pero no los datos de periodos més distantes a futuro.
Es decir que realiza predicciones a futuro de manera inmediata y no tan extenso en el
tiempo. Este procedimiento sirve para promediar el componente irregular de los datos
mas recientes de una serie de tiempo [1].

Definicién 3.10. Las variaciones irregulares son variaciones erraticas respecto de la ten-
dencia que no puedan atribuirse a las influencias ciclicas o estaciénales [1].

Hay varias formas de introducir modelos MA. Un enfoque es tratar el modelo como
una simple extensién de series de ruido blanco. Otro enfoque es tratar el modelo como un
modelo AR de orden infinito con algunas restricciones de parametros [11]. Adoptamos el
segundo enfoque. No hay una razén particular sélo la simplicidad, para asumir a priori
que el orden de un modelo AR es finito.

Podemos considerar al menos en teoria un modelo AR con orden infinito como:

(3.5) e = Qo+ P17i—1 + P2ri—2 + - - - + ar.

Sin embargo, dicho modelo AR no es realista porque tiene un niimero infinito de parame-
tros. Una forma de hacer que el modelo sea préctico es asumir que los coeficientes ¢;
satisfacen algunas restricciones para que estén determinados por un numero finito de
parametros. Un caso especial de esta idea es:

(3.6) re = ¢o — Orre—1 — Oari_2 — O3ri_3 — - - + ay,
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Donde los coeficientes dependen de un solo pardmetro 0; a través de ¢; = —6% para
1 > 1. Para que el modelo en la Ecuacién (3.5) sea estacionario, 61 debe ser menor que 1
en valor absoluto; de lo contrario, 6% y la serie divergiran, es decir que tendremos datos
incomprensibles que se extenderédn al infinito. Dado que [01] < 1, tenemos #% — 0 a medida
que ¢ — oo. Por lo tanto, la contribucién de r;—; a r: decae exponencialmente a medida
que ¢ aumenta. Esto es razonable ya que la dependencia de una serie estacionaria r; en su
valor rezagado r:—;, si la hay, deberfa decaer con el tiempo [11].

Definicién 3.11. La forma general de un modelo MA(1) es

(3.7) Ty = co +ar — bhar—1

donde ¢y es una constante y {a:} es una serie de ruido blanco.
Un modelo MA(q) es de la forma

(3.8) e =co+ar — ra—1 — - — Oqai_q

donde ¢ > 0 [1, 11, 4].

8.5.1.  Suavizado Ezponencial. Es un método de prondstico basado en el uso de prome-
dios moviles ponderados que consiste en anadir un valor de ponderacién para cada dato,
no son promedios en los que se ponderan por igual los valores de datos precedentes, la
base de ponderacién es exponencial por lo que se concede la mayor ponderacién al valor
correspondiente al periodo inmediatamente anterior al periodo de prondstico y las ponde-
raciones decrecen exponencialmente para los valores de datos de periodos anteriores.

El siguiente modelo sirve para representar la determinacién de ponderaciones exponen-
cialmente decrecientes. Sea « una constante de suavizacién para hacer prondsticos, ini-
cialmente se requiere de un valor “semilla” y dicho modelo se denota:

(3.9) Vig1 =Y+ a(Y: = Y0).

Donde Yt+1 es el prondstico para el siguiente periodo, Y; es el pronéstico del periodo
mas reciente, a es la constante de suavizacién entre 0 y 1 y Y; es el valor real para el
periodo mas reciente [1].

3.6. Modelo ARMA. En algunas aplicaciones, los modelos AR o MA discutidos en
las secciones anteriores se vuelven tediosos porque puede ser necesario un modelo de alto
orden con muchos parametros para describir adecuadamente la estructura dindmica de los
datos. Para superar esta dificultad, se introducen los modelos auto-regresivos de medias
méviles (ARMA) [11]. Bésicamente, un modelo ARMA combina las ideas de los modelos
AR y MA en una forma compacta de manera que el nimero de parametros utilizados
se mantenga pequeno, logrando la parsimonia en la parametrizacién. En esta seccién,
estudiamos el modelo ARMA(1,1) mds simple.

Definicién 3.12. Una serie temporal 7+ sigue un modelo ARMA(1,1) si satisface la si-
guiente ecuacién:
(3.10) Tt — $17Te—1 = Qo + ar — O01a:—1

Donde {a:} es una serie de ruido blanco. El lado izquierdo de la ecuacién (3.10) es el
componente AR del modelo y el lado derecho da el componente MA. El término constante
es ¢o. Para que este modelo sea significativo, necesitamos ¢1 = 61; de lo contrario, habria
una cancelacién en la ecuacién y el proceso se reducirfa a una serie de ruido blanco [11].

Definicién 3.13. Un modelo ARMA(p,q) general tiene la forma:

p q
(3.11) e = ¢o + Z GiTi—i + ar — Zoiatfzﬁ
i=1 i=1
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donde {a¢} es una serie de ruido blanco y p y ¢ son enteros no negativos. Los modelos
AR y MA son casos especiales del modelo ARMA(p,q).

8.6.1. Identificacion del Orden. El ACF y el PACF no son informativos para determinar
el orden de un modelo ARMA [11]. La funcién que nos ayudara a identificar el orden es
el “Likelihood Ratio Test” [16]. El Likelihood Ratio Test (LRT) es una prueba estadistica
utilizada para comparar la adecuacion de dos modelos estadisticos, evaluando si un mo-
delo mas complejo es significativamente mejor que un modelo mas simple al comparar la
verosimilitud de los datos entre ambos modelos.

8.6.2. Series temporales estacionarias de tendencia. Un modelo estrechamente relacio-
nado que exhibe una tendencia lineal es el modelo de series temporales estacionarias de
tendencia [12].

Definicién 3.14. Sea r; una serie temporal estacionaria, un modelo de series temporales
estacionarias de tendencia esta dado por:

(3.12) pt = Bo + Bit + 74,

donde p; crece linealmente en el tiempo con una tasa (.

Definicién 3.15. La serie estacionaria de tendencia puede transformarse en una estacio-
naria eliminando la tendencia temporal mediante un analisis de regresion lineal simple.

8.6.3. Modelos Generales No Estacionarios de Raiz Unitaria. Considera un modelo AR-
MA. Si se extiende el modelo permitiendo que el polinomio AR tenga 1 como raiz carac-
teristica, entonces el modelo se convierte en el conocido modelo auto-regresivo integrado
de media mévil (ARIMA). Se dice que un modelo ARIMA es no estacionario debido a raiz
unitaria porque su polinomio AR tiene una raiz unitaria. Un enfoque convencional para
manejar la no estacionariedad debido a la raiz unitaria es utilizar la diferenciacién.

3.6.4. Diferenciacion. Algunas series temporales no son estacionarias debido a tenden-
cias o efectos estacionales [5]. Las series no estacionarias pueden transformarse en series
estacionarias mediante la diferenciacién. Una vez diferenciadas, podemos ajustar un proce-
so ARMA en ellas. Estos procesos son conocidos como procesos auto-regresivos integrados
de media mévil (o ARIMA), ya que la serie diferenciada necesita ser sumada o integrada
para recuperar la serie original [16].

Definicién 3.16. Una serie temporal y: se dice que es un proceso ARIMA(p, 1, q) si la
serie de cambios ¢; = y¢ — yi—1 = (1 — B)y: sigue un modelo ARMA(p,q) estacionario.
Donde ¢; = y+ — yi—1 se refiere como la primera serie diferenciada de y;.

Definicién 3.17. Una serie temporal y; puede contener miltiples raices unitarias y nece-
sita ser diferenciada varias veces para volverse estacionaria. Ademds, si s¢ sigue un modelo
ARMA((p,q), entonces y: es un proceso ARIMA (p, 2, q) [17].

8.6.5. Prueba de Raiz Unitaria. Para probar si una serie temporal p; es estacionaria,
empleamos los modelos:

(3.13) Pt = P1pe—1 + €t

(3.14) Dt = ¢o + P1pe—1 + e

donde e; denota el término de error, y consideramos la hipétesis nula Ho : ¢1 = 1 frente
a la hipétesis alternativa H, : ¢1 < 1. Este es el conocido problema de prueba de raiz
unitaria [16]. Una estadistica de prueba conveniente es la razén ¢ de la estimacién de
minimos cuadrados (LS) de ¢1 bajo la hipé6tesis nula. Para la Ecuacién (3.12), el método
de minimos cuadrados (LS) proporciona

Nl pepe o S (e — dipe1)?

(3.15) ¢ =L 62 ,
ZtT:I PPy T-1
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donde po =0 y T es el tamano de la muestra. La razén t es

$1—1 _ Zthlpt—let
std(¢1) 6o /e La—

2
t=1Pt_1

(3.16) DF =t ratio =

que comdinmente se conoce como la prueba de Dickey-Fuller (DF). Si {e¢} es una serie
de ruido blanco con momentos finitos de orden ligeramente mayor que 2, entonces la
estadistica DF converge a una funcién de la movilidad Browniana estandar a medida que
T — oo [18].

8.6.6. Series Temporales Estacionales. En algunas aplicaciones, la estacionalidad es de
importancia secundaria y se elimina de los datos, lo que resulta en una serie temporal
ajustada estacionalmente que luego se utiliza para hacer inferencias [11].

Definicién 3.18. El procedimiento para eliminar la estacionalidad de una serie temporal
se denomina ajuste estacional [11].

En otras aplicaciones como la prediccion, la estacionalidad es tan importante como otras
caracteristicas de los datos y debe manejarse en consecuencia. Dado que la prediccién es un
objetivo importante para esta investigacién, nos centramos y discutimos algunos modelos
que son utiles en el modelado de series temporales estacionales.

3.7. Experimento.

8.7.1. Procesamiento De Datos. Nuestro experimento comienza con el andlisis exhausti-
vo de la base de datos proporcionada por la Secretaria Ejecutiva del Consejo Monetario
Centroamericano, en ella tenemos los resultados de la variacién en el indice de precio al
consumidor desde Febrero de 1990 hasta Abril de 2024, lo primero que notamos fue que
los datos poseen 2 variables (fecha y variacién) lo que hicimos fue tomar unicamente la
variable de variacién ya que al momento de importar nuestros datos a R procederemos a
transformar los datos en una serie de tiempo y al hacer eso automaticamente en los datos
aparecerd la fecha por defecto pero sin ser una variable que pueda ser manipulada.

Indice De Precio Al Consumidor

Variacion
0 1 2 3 4 5
|

I I I I I I I I
1990 1995 2000 2005 2010 2015 2020 2025

Tiempo

Ficura 1. Comportamiento de la variaciéon en los precios con respecto al tiempo.
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Se realizé una visualizacién de la serie de tiempo con el objetivo de ver patrones,
tendencias, y por supuesto ver el comportamiento de los datos através del tiempo con
el fin de determinar si era necesario hacer algtin test de estacionariedad, en este caso la
prueba visual fue determinante como se mostrd en la figura 1 .

Indice De Precio Al Consumidor

Variacion
0
|

I I I I I I I I
1990 1995 2000 2005 2010 2015 2020 2025

Tiempo

Ficura 2. Comportamiento de la variacién en los precios con respecto
al tiempo con una diferencia.

Con la ayuda del grafico mostrado en la figura 1 la serie parece tener un buen com-
portamiento, sin embargo los datos parecen extenderse en los anos 90’s hasta el afio 2000.
Asi que para asegurarnos que la serie es estacionaria o no procedemos hacer la prueba de
Dickye- Fuller aumentada [16]. Una vez realizada la prueba se observa el valor obtenido
(p) y se compara con el valor de significancia para determinar si se acepta o se rechaza la
hipétesis nula, es decir si p < 0.05 se rechaza la hipétesis nula Hy lo que nos indica que la
serie es estacionaria. En nuestro caso p = 0.01 asi que rechaza la hipdtesis nula y nos con-
firma que la serie es estacionaria por ende no necesita ninguna hacer ninguna diferencia.
Sin embargo por la varianza inestable que presentan los datos desde el 90 hasta el 2000 se
decidi6 realizar la prueba de KPSS (Kwiatkowski-Phillips-Schmidt-Shin) que nos indica
el nimero de diferencias necesarias para obtener estacionariedad y desde luego los datos
arrojaron que necesitamos una diferencia y el resultado mejoré considerablemente como
se puede ha podido apreciar en la figura 2.

Luego procedemos a aplicar el modelo de medias méviles MA(q), pero antes necesitamos
realizar la prueba ACF (auto-correlacién) para determinar el valor de ¢ [11]. Una vez
realizada la prueba arrojé un valor para q entre 10 y 19, sin embargo dicha prueba no arroja
un valor exacto y no es suficiente para determinar el mejor modelo que se ajuste a los datos,
entonces se hizo la prueba Auto ARIMA que consiste en realizar un anilisis exhaustivo
para determinar el mejor modelo ARIMA y la prueba sugirié un modelo SARIMA con
una diferencia y 2 medias méviles. Finalmente luego de realizar todo el andlisis respectivo
para el modelo se tomé la decisién de tomar un rango para g que va desde ¢ = 2, hasta
q = 30 y luego de ir realizando prueba tras prueba y ver que los resultados no varian
significativamente cuando el valor de ¢ en la prueba realizada es muy cercano al siguiente
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(es decir ¢ = 2 y ¢ = 3 por ejemplo) por ende nos quedamos con 3 modelos propuestos
como los mejores candidatos y el objetivo serd ver cual de los 3 se ajusta mejor a la serie
para poder tener mejores predicciones y los candidatos fueron MA(2), MA(19) y MA(30).
Para ello comenzamos particionando la serie en 2, una que va desde Febrero de 1990 hasta
Diciembre del 2023 esto con el objetivo de comparar los datos que ya tenemos de la serie
original y los de prediccién que nos proporcionaran los modelos y los resultados para los
meses de Enero hasta Abril de 2024 fueron:

Fecha Real. MA(2) MA(19) MA(30)
Pred. Pred. Pred.
Enero-2024 0.23 0.4246 0.1889 0.4029
Febrero-2024 0.68 0.4180 0.4642 0.4226
Marzo-2024 0.49 0.4180 0.5434 0.5879
Abril-2024 0.28 0.4180 0.4478 0.4677
TaBLA 1. IPC

Note que en todos los casos nos acercamos pero ninguno fue tan preciso como para
llegar al valor real aunque hay que destacar el modelo MA(19) en el mes de enero, pero
también el modelo MA(2) en el mes de marzo estuvo bastante cerca. Entonces ;Cémo
saber que modelo es el mejor de los 37 para ello haremos uso de la raiz cuadrada del error
cuadratico medio (RMSE) y también del error cuadratico medio absoluto (MAE) y en
base a los resultados se decidird cudl es el mejor modelo.

Como mencionamos anteriormente particionamos la serie en dos. Una llamada Serie
Training que va desde Febrero del 90 hasta Diciembre del 2023 y en ella se observara en
cual caso tendremos un mejor ajuste, por otro lado tenemos la serie Test y en ella se
observara en que caso tendremos una mejor prediccion.

Pruebas Realizadas MA(2) MA(19) MA(30)
RMSE Serie Training 0.5884992 0.5266832 0.5027334
RMSE Serie Test 0.1807986 0.1407712 0.1877541
MAE Serie Training 0.3909988 0.3820614 0.3645991
MAE Serie Test 0.1666574 0.1195393 0.1790185

TABLA 2. Métricas De Evaluacién De Modelos

Como podemos observar en la tabla de métricas, calculamos el RMSE y el MAE para
las series Training y Test y ambas métricas funcionan asi: “Entre mas bajo sea el niimero
observado el modelo es mejor” , sin embargo no siempre es asi, en nuestro caso el RMSE
de la serie Training dictamina un mejor ajuste del modelo propuesto con respecto a la
serie original (Llamada IPC.ts) y como podemos observar el modelo MA(30) es el que
mejor se ajusta a los datos jPero! el hecho que se ajuste mejor no necesariamente es me-
jor, de hecho en algunos casos podriamos tener “sobreajuste” eso sucede cuando en lugar
de que el modelo se adapte a la serie pasa lo contrario que la serie se adapte al modelo,
normalmente ocurre cuando tenemos un modelo pesado como en este caso que el MA(30)
tiene 30 medias mdéviles son muchas més de las que sugirié la prueba de auto-correlacién
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ACF lo que lo convierte en un modelo poco favorable.
Por otro lado tenemos el RMSE de la serie test el cual nos indica una mejor prediccion
y como podemos observar este nos dice que el modelo que mejor predijo los valores de
inflacién con respecto a la serie original fue el MA(19).

De manera andloga se hace el mismo anélisis para el MAE y notamos que al igual que

el RMSE el modelo que tiene un mejor ajuste es el MA(30), sin embargo el modelo que
mejor predice al igual que en el caso anterior es el MA(19) por ende de los tres candidatos
es el mejor modelo para este experimento.
En el siguiente grafico se muestran las proyecciones de prediccién que arrojé el modelo
MA(19) al futuro inmediato y como se puede observar los puntos azules denotan una alza
minima pero lo suficientemente confiable ya que se adapta a los datos de la serie original
siguiendo el mismo patrén lo que demuestra que su ajuste es bueno

Predicciones MA(19) Al IPC

Variacion
2 3 4 5
|

1
|

T I I I I I I I I
1990 1995 2000 2005 2010 2015 2020 2025

Tiempo

FiGuraA 3. Predicciones A Futuro.

4. CONCLUSIONES

= El modelo de medias méviles es eficiente para predecir a futuro inmediato, sin em-
bargo para predecir niveles de inflacién en Honduras necesitariamos mas variables
como por ejemplo: La variacién del precio de los combustibles ya que en un pais de
tercer mundo, es una variable de mucha importancia en el IPC y asi poder tener
mejores y mas precisos resultados.

= Aunque con 19 medias méviles obtuvimos mejores resultados que los otros 2 mo-
delos no deja de ser un modelo que es algo pesado y normalmente se acostumbra
que aunque sea un poco menos significativo es mejor quedarse con el modelo mas
simple.

= Ya que no es el modelo més simple de medias méviles habria que indagar més a
fondo y comprobar si los resultados agregando nuevas variables mejoran o no. Si no
habria que ver que modelo de los mencionados en este informe de series temporales
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se ajusta mejor a la serie y posiblemente podriamos tener mejores resultados de
prediccién
Como trabajos a futuro se puede usar siempre el modelo medias méviles pero para

evitar tener tantas, se puede aplicar el suavizado exponencial. Es un modelo que
no sirve para predecir pero si para hacer mas simple un modelo

Analizar varias variables que estén co-relacionadas como dijimos anteriormente
una posible variable extra seria el precio de los combustibles, la variacion del dolar,
cantidad de remezas etc. Un método que podria ser mas eficaz serfa usar una red
neuronal para obtener resultados mas precisos
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FUNDAMENTOS DE LLMS Y GENERACION AUMENTADA:
APLICACION PRACTICA A INFORMACION UNIVERSITARIA

FABRICIO MURILLO

REsuUMEN. Los recientes avances en el Procesamiento del Lenguaje Natural
(NLP: “Natural Language Processing”) han impulsado el desarrollo de Modelos
de Lenguaje de Gran Escala (LLMs: “Large Language Models”) que muestran
resultados notables en diversas tareas. Esta investigacion tiene como objetivo
explorar los fundamentos de los LLMs y examinar la técnica de Generacion
Aumentada con Recuperador (RAG: “Retriever-Augmented Generation”) como
un método para mejorar la precision y relevancia de las respuestas generadas.
Se presenta un estudio tedrico de estas tecnologias, seguido de un caso de estu-
dio utilizando fuentes de informaciéon de la Universidad Nacional Auténoma de
Honduras (UNAH) para desarrollar un chatbot informativo. Este enfoque bus-
ca comprender como los LLMs y RAG pueden aplicarse para abordar desafios
especificos en el contexto universitario, mejorando el acceso y la distribuciéon
de informacion.

ABSTRACT. Recent advances in Natural Language Processing (NLP) have dri-
ven the development of Large Language Models (LLMs) that demonstrate
remarkable results across various tasks. This research aims to explore the fun-
damentals of LLMs and examine the technique of Retriever-Augmented Gene-
ration (RAG) as a method to enhance the accuracy and relevance of generated
responses. A theoretical study of these technologies is presented, followed by
a case of study using information sources from the National Autonomous Uni-
versity of Honduras (UNAH) to develop an informative chatbot. This approach
seeks to understand how LLMs and RAG can be applied to address specific
challenges in the university context, improving access to and distribution of
information.

1. INTRODUCCION

En la Universidad Nacional Auténoma de Honduras (UNAH), la accesibilidad a
informacion precisa y estructurada representa un desafio significativo para estudian-
tes, profesores, personal administrativo y la comunidad en general. La dispersion
y desorganizacion de los datos académicos y administrativos conllevan pérdidas
de tiempo sustanciales y limitan la eficiencia en las actividades universitarias y
la interacciéon con la comunidad. Estos problemas afectan la toma de decisiones
informadas y eficaces, ya que la informacién a menudo no es clara ni accesible.

Recientes avances en el campo del Procesamiento del Lenguaje Natural (NLP:
“Natural Language Processing”) han permitido el desarrollo de modelos de len-
guaje de gran escala (LLMs: “Large Language Models”), los cuales han mostrado
resultados impresionantes en diversas aplicaciones [1]. Modelos como GPT-3 [2],

Fecha: 5 de Junio del 2024 y en revision desde el 10 de junio del 2024.
Palabras y frases clave. NLP, LLMs, RAG, chatbot.
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2 FABRICIO MURILLO

entrenados con vastas cantidades de datos, tienen el potencial de transformar signi-
ficativamente la manera en que se consulta la informacion. Ademas, la técnica RAG
ha emergido como una técnica prometedora para mejorar la precision y relevancia
de las respuestas generadas por los LLMs.

El objetivo principal de este estudio es abordar los fundamentos de los LLMs
y explorar la técnica RAG como un medio para mejorar la calidad y contextua-
lizacion de las respuestas generadas. Se busca comprender como estas tecnologias
pueden aplicarse para afrontar los desafios de acceso a la informacion en entornos
universitarios. Para ello, se realizara un estudio tedrico de los LLMs y RAG, seguido
de un caso practico en la UNAH, donde se desarrollara un prototipo de chatbot
informativo basado en estas tecnologias.

Implementar un chatbot basado en tecnologias avanzadas de LLMs y RAG faci-
lita el acceso a datos actualizados y relevantes por parte de estudiantes y personal
universitario, optimizando al mismo tiempo los procesos administrativos internos y
reduciendo la carga de trabajo del personal de atencion al cliente. Trabajar en el
desarrollo de este chatbot responde a la necesidad urgente de sistemas que impulsen
la rapida y eficaz distribucion de informaciéon dentro de la UNAH. Estas tecnologias
tienen el potencial de resolver problemas especificos, como la falta de claridad y
desactualizacion en la informacion académica y administrativa, permitiendo la toma
de decisiones mas informadas y eficaces. Ademas, al ser pioneros en la adaptacion
de LLMs y RAG en el contexto educativo hondureno, este estudio proporciona un
marco replicable que puede ser adoptado por otras instituciones educativas que
enfrentan problemas similares.

La necesidad de mejorar la accesibilidad a la informacién en la UNAH se enmarca
en la respuesta a las prioridades nacionales relacionadas con la productividad, e in-
novacion y tecnologia. Al desarrollar un chatbot basado en LLM, esta investigacion
no solo posiciona a la UNAH como lider en la adopcion de tecnologias avanzadas
para promover la excelencia académica y administrativa, sino que también fortalece
su capacidad para competir en un mundo globalizado. De esta manera, la investiga-
cion se alinea especificamente con las lineas prioritarias de investigacion establecidas
por la UNAH, satisfaciendo las demandas crecientes de un entorno globalizado y
tecnologicamente avanzado.

2. ANTECEDENTES

Los Modelos de Lenguaje de Gran Escala (LLMs, por sus siglas en inglés) re-
presentan un avance significativo en la evolucion del Procesamiento del Lenguaje
Natural (NLP). Su desarrollo se basa en décadas de investigacion en lingiiistica
computacional y aprendizaje automatico, culminando en sistemas capaces de gene-
rar texto coherente.

El camino hacia los LLMs comenz6 con modelos basados en reglas y gramaticas
formales. Noam Chomsky introdujo la idea de graméticas en la década de 1950, sen-
tando las bases para el procesamiento computacional del lenguaje [3]. Sin embargo,
estos modelos carecian de la flexibilidad necesaria para capturar la complejidad del
lenguaje natural.

En los anos 80 y 90, los modelos estadisticos, como los n-gramas, ganaron popu-
laridad por su capacidad para predecir palabras basandose en contextos limitados
[4]. Aunque simples, estos modelos demostraron ser sorprendentemente efectivos en
muchas tareas de NLP.
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FUNDAMENTOS DE LLMS Y GENERACION AUMENTADA 3

El verdadero salto cualitativo llegé con la introducciéon de las redes neuronales
para el modelado del lenguaje. En 2003, Bengio et al. propusieron el primer modelo
de lenguaje neuronal, superando significativamente a los modelos n-gram [5]. Este
trabajo sentd las bases para los futuros desarrollos en el campo.

La era moderna de los LLMs comenz6 con la introduccién de las arquitecturas
de “transformers” por Vaswani et al. en 2017 [1]. Esta arquitectura, basada en el
mecanismo de atencion, permitio entrenar modelos mucho méas grandes y eficientes,
capaces de capturar dependencias a largo plazo en el texto.

El primer LLM que capto la atencion general fue GPT (“Generative Pre-trained
Transformer”), introducido por OpenAl en 2018 [7]. GPT demostré que el pre-
entrenamiento a gran escala en datos de texto no etiquetados podia producir mo-
delos con capacidades sorprendentes en una variedad de tareas de NLP.

BERT (“Bidirectional Encoder Representations from Transformers”), presenta-
do por Google en 2018, introdujo el concepto de pre-entrenamiento bidireccional,
mejorando significativamente el rendimiento en tareas de comprension del lenguaje
[9].

En 2020, OpenAl lanz6 GPT-3, un modelo con 175 mil millones de parametros
que demostro capacidades impresionantes y dando pie al futuro producto conocido
como ChatGPT de OpenAl [2]. M4s recientemente, modelos como GPT-4 y Llama
han elevado atn mas el estdndar, demostrando un rendimiento excepcional en nu-
merosas tareas y dominios, acercandose a la experiencia humana en campos como
la codificacion, la medicina y el derecho [11, 12].

A medida que los LLMs se hicieron méas sofisticados, también se volvieron evi-
dentes sus limitaciones, particularmente en cuanto a la precision factual y la actua-
lizacion de conocimientos. Estas deficiencias impulsaron el desarrollo de técnicas
para enriquecer los LLMs con informacién externa, siendo el “fine-tuning” o ajuste
fino una de las méas prometedoras.

El “fine-tuning” se puede conceptualizar como un proceso de “educacién conti-
nua”’ para los LLMs. Asi como un profesional actualiza sus conocimientos en areas
especificas, el “fine-tuning” permite a un modelo pre-entrenado especializarse en do-
minios o tareas particulares. Este proceso implica exponer al modelo a un conjunto
de datos més pequeno pero altamente relevante para la tarea objetivo, permitién-
dole ajustar sus parametros internos de manera mas precisa [8].

La eficacia del “fine-tuning” radica en su capacidad para aprovechar el conoci-
miento general adquirido durante el pre-entrenamiento, adaptandolo a contextos
especificos, mejorando el rendimiento en tareas particulares. Su ventaja radica en
el potencial para mantener los modelos actualizados, en campos donde el conoci-
miento evoluciona rapidamente, como la medicina o la tecnologia, el “fine-tuning”
permite incorporar nueva informacion sin necesidad de reentrenar completamente
el modelo.

No obstante, “fine-tunning” no esta exento de desafios, uno de ellos es el so-
breajuste. Este fenomeno puede llevar al modelo a memorizar los datos de entre-
namiento en lugar de aprender patrones generalizables, limitando su eficacia en
nuevos escenarios [15]. Asimismo, surge el reto del “olvido catastrofico”, donde el
LLM, al adaptarse a una nueva tarea, puede perder parte de su conocimiento gene-
ral previamente adquirido [10]. Este desafio obliga a encontrar un equilibrio entre
la adaptacién a nuevas tareas y la retencién del conocimiento base.
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A pesar de sus beneficios, el “fine-tuning” presenta limitaciones en cuanto a la
actualizacion continua y robusta de su conocimiento. La necesidad de ajustar el
LLM para incorporar nueva informaciéon puede ser muy costosa en términos de
tiempo y en recursos de computo. Ademas, no resuelve completamente el problema
de la precisién factual, ya que el modelo sigue dependiendo principalmente de la
informacion con la que fue entrenado originalmente.

Estas limitaciones motivaron a los investigadores a buscar enfoques diferentes
para abordar de manera mas efectiva los desafios de actualizacién de conocimientos.
En este contexto, surgié una técnica innovadora que prometia superar algunas de las
limitaciones inherentes al “fine-tuning”: la Generacién Aumentada con Recuperacion
(RAG).

En 2020, Lewis et al. [13] introdujeron RAG como una solucién innovadora. Esta
técnica introduce un modelo para recuperar informacion junto a un LLM, permi-
tiendo al modelo acceder a informacién externa durante la generacion de texto.
Esta técnica aborda varios problemas clave de los LLMs tradicionales, incluyendo
la actualizacién de conocimientos, la trazabilidad y la mejora de la precision factual.

La idea fundamental detras de RAG es permitir que el modelo “consulte” fuentes
externas de informacién en tiempo real, similar a cémo un humano podria buscar
informacion adicional al abordar una tarea. Esto proporciona al modelo la capa-
cidad de acceder a conocimientos actualizados sin necesidad de reentrenamiento
constante, ofreciendo asi una solucién maés flexible y adaptable a la actualizacion
de conocimientos.

Un estudio de enero del 2024 de Microsoft ha explorado en profundidad las di-
ferencias entre RAG y “fine-tuning”, proponiendo un proceso completo para ambas
técnicas y evaluando sus ventajas y desventajas en miltiples LLMs populares, in-
cluyendo Llama2-13B, GPT-3.5 y GPT-4 [16].

El estudio revel6 que tanto RAG como “fine-tuning” son efectivos para mejorar el
rendimiento de los LLMs. RAG demostro ser particularmente ttil cuando los datos
son contextualmente relevantes, mientras que el “fine-tuning” fue eficaz para ensenar
al modelo nuevas habilidades especificas del dominio. Notablemente, se observo un
aumento acumulativo en la precisiéon cuando se combinaron ambas técnicas.

La aplicaciéon de LLMs en dominios especificos representa un area de investiga-
cion emergente y prometedora. El estudio de Microsoft demostroé como estas tecno-
logias pueden adaptarse para abordar desafios especificos en el contexto agricola,
mejorando el acceso y la distribucion de informacion [16].

Nuestra investigacion se basa en este trabajo pionero, pero se enfoca especifica-
mente en el uso de RAG para abordar el problema de acceso a la informacion en
el contexto universitario de la UNAH. Debido a limitaciones de recursos, nuestro
estudio no incluye “fine-tuning”, centrandose en su lugar en la utilizacién de la téc-
nica RAG para mejorar la precision y relevancia de las respuestas generadas por el
LLM.

Este enfoque tiene implicaciones significativas para el desarrollo de copilotos de
inteligencia artificial (IA) en diversas industrias. Los copilotos de IA, impulsados por
LLMs, estan transformando la forma en que las organizaciones operan e interacttian
con su entorno, proporcionando asistencia invaluable en el procesamiento de datos
v la toma de decisiones en campos como la salud, la manufactura y las finanzas.
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3. FUNDAMENTOS DE LOS LLMs, RAG Y UN CASO DE ESTUDIO

3.1. Fundamentos de los LLMs. Los LLMs, representan uno de los avances
mas significativos en el campo del NLP en la tltima década. Estos modelos son
sistemas de inteligencia artificial disenados para comprender y generar lenguaje
humano de una manera que se asemeja notablemente a cémo lo harfamos nosotros.

Un LLM es un sistema que ha sido entrenado con vastas cantidades de tex-
to, aprendiendo patrones y estructuras del lenguaje a un nivel que antes parecia
inalcanzable. Imagine una persona que ha leido millones de libros, articulos y con-
versaciones, y que puede utilizar todo ese conocimiento para entender y producir
texto en una variedad de contextos. Asi funcionan los LLMs, pero a una escala
mucho mayor y con una velocidad de procesamiento incomparable con la capacidad
humana.

El término “gran escala” en LLM se refiere tanto a la cantidad de datos con los
que estos modelos son entrenados como al niimero de parametros que contienen. Los
parametros son, en términos simples, los “conocimientos” del modelo, representados
como valores numéricos que el modelo ajusta durante su entrenamiento. Modelos
usados en Chatgpt, por ejemplo, contienen millones de parametros, una escala que
hace solo unos anos parecia imposible de lograr [2].

La habilidad de los LLMs para entender y generar texto se basa en su capacidad
para predecir la préoxima palabra en una secuencia dada. Este proceso, aparente-
mente simple, es el resultado de un entrenamiento complejo que permite al modelo
capturar las sutilezas del lenguaje, incluyendo contexto, gramética, e incluso ciertos
aspectos del significado de las oraciones.

8.1.1.  Arquitectura Transformer. Para entender mejor céomo los LLMs procesan
el lenguaje, es importante examinar la arquitectura que hace posible su funciona-
miento: el Transformer. Introducida por Vaswani et al. en 2017, la arquitectura
Transformer revoluciono el campo del NLP al proporcionar un mecanismo eficiente
para manejar secuencias largas de texto [1].
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FiGURA 1. Arquitectura del Transformer, tomada de Attention is
All You Need de Vaswani et al. [1].

65



6 FABRICIO MURILLO

La Figura 1 muestra una representacion simplificada de la arquitectura Trans-
former. En este diagrama, podemos observar los dos componentes principales: el
codificador (“encoder”) y el decodificador (“decoder”). Imaginemos el Transformer
como una maquina de traduccién avanzada; el codificador seria la parte que “lee y
entiende” el texto original, mientras que el decodificador seria la parte que “escribe”
la traduccion.

El codificador es responsable de procesar el texto de entrada y convertirlo en una
representacion que captura su significado y contexto. Esta compuesto por varias
capas, cada una con dos partes principales:

= Una capa de atencién de miltiples cabezas: Esta capa permite al modelo
enfocarse en diferentes partes de la entrada simultdneamente. Es como si el
modelo pudiera leer una frase varias veces, cada vez prestando atencion a
diferentes palabras y sus relaciones.

= Una red neuronal de procesamiento: Esta capa toma la informacion de la
capa de atencion y la procesa aiin mas, permitiendo al modelo entender
aspectos méas complejos del texto.

El decodificador, por su parte, toma la informacion procesada por el codificador
y la utiliza para generar el texto de salida. También estd compuesto por varias
capas, incluyendo:

= Una capa de atencién que solo mira las palabras ya generadas: Esto asegura
que el modelo solo use informacién que ya ha “escrito” para decidir qué
escribir a continuacién, similar a cémo escribimos una frase palabra por
palabra.

= Una capa de atencién que se conecta con la salida del codificador: Esta capa
permite al decodificador usar la informacion del texto original procesado por
el codificador.

= Una red neuronal de procesamiento: Similar a la del codificador, esta capa
ayuda a generar el texto final.

El corazon de la arquitectura Transformer, y lo que la hace tan poderosa, es el
mecanismo de atenciéon. Este mecanismo permite al modelo “enfocarse” en diferentes
partes del texto cuando procesa cada palabra, similar a coémo los humanos prestamos
maés atencion a ciertas palabras que a otras al leer una frase.

Para entender mejor como funciona la atencion, consideremos un ejemplo practi-
co. Imaginemos la frase “El gato que esta sobre la mesa es negro”. Cuando el modelo
procesa esta frase, el mecanismo de atencién funcionaria de la siguiente manera:

1. Al procesar “El”, el modelo no tiene mucho contexto, asi que presta atencion
por igual a esta tnica palabra.

2. Para “gato”, la atencién se centra principalmente en “El” y “gato”, estable-
ciendo la relacion entre estas palabras.

3. Al llegar a “que”, el modelo presta mas atencion a “gato”; entendiendo que
“que” se refiere al gato.

4. Para “estd”; la atencion se distribuye entre “gato” y “que”, manteniendo la
conexion con el sujeto de la oracion.

5. En “sobre”, el modelo atiende principalmente a “estd” y “gato”, comprendien-
do la accién y quién la realiza.

6. Al procesar “la”, la atencion se centra en “sobre”, anticipando que vendra un
objeto.
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7. Para“mesa”, el foco esta en “sobre” y “la”, completando la idea de la ubicacion
del gato.

8. Al llegar a “es”; el modelo vuelve a prestar mas atencion a “gato”, preparan-
dose para una descripcion del sujeto principal.

9. Finalmente, para “negro”, la atencién se distribuye entre “gato” y “es”, en-
tendiendo que esta palabra describe al gato.

Este proceso permite al modelo capturar la estructura de la oracion y las rela-
ciones entre las palabras. Por ejemplo, entiende que “negro” se refiere al “gato” y
no a la “mesa”, a pesar de que “mesa” est4 més cerca en la secuencia.

Es importante destacar que este ejemplo es una simplificacion. En realidad, los
modelos Transformer utilizan miltiples “cabezas” de atencién en paralelo, cada
una capaz de capturar diferentes tipos de relaciones en el texto. Esto es como si
varios lectores leyeran la misma frase, cada uno fijandose en aspectos diferentes,
y luego combinaran sus observaciones. Esta capacidad permite a los Transformers
“entender” matices complejos del lenguaje, como la gramaética, el contexto y, hasta
cierto punto, el significado.

La habilidad de los Transformers para procesar texto de esta manera tan sofisti-
cada es lo que permite a los LLMs generar respuestas coherentes y contextualmente
apropiadas. Pueden “entender” una pregunta y generar una respuesta que parece
haber sido escrita por un humano.

Sin embargo, es crucial recordar que, a pesar de su impresionante rendimiento,
estos modelos no “entienden” el texto en el sentido humano. Son herramientas esta-
disticas muy avanzadas que han aprendido patrones del lenguaje, pero carecen de
una verdadera comprension de lo que estan procesando. Por ejemplo, un LLM po-
dria generar una respuesta gramaticalmente perfecta y aparentemente logica sobre
gatos voladores, sin “saber” realmente que los gatos no pueden volar.

3.1.2.  Funcionamiento Detallado de los LLMs. Para comprender como los LLMs
procesan y generan texto, es necesario examinar en detalle los pasos clave de su fun-
cionamiento. Esto implica varias etapas fundamentales: tokenizacion, “embeddings”,
y la prediccion de la siguiente palabra.

La tokenizacion es el proceso inicial y crucial en el funcionamiento de un LLM.
Consiste en dividir el texto de entrada en unidades mas pequenas y manejables
llamadas “tokens”. La tokenizacion es fundamental porque permite al modelo tra-
bajar con unidades discretas de significado, en lugar de procesar el texto como una
secuencia continua de caracteres. Un “token” puede representar una palabra com-
pleta, una parte de una palabra, o incluso un caracter individual, dependiendo del
diseno especifico del modelo y del idioma que se esta procesando.

Para ilustrar este proceso, consideremos la frase “La estudiante universitaria lee
un libro interesante”. Un proceso de tokenizacion simple podria dividir esta frase de
la siguiente manera: [“La”, “estudiante”, “universitaria”, “lee”, “un”, “libro”, “intere-
sante”]. No obstante, la tokenizacion puede ser méas sofisticada, especialmente para
palabras menos comunes o en idiomas con estructuras complejas. Por ejemplo, la
palabra “universitaria” podria dividirse en “tokens” mas pequefios como [‘universi”,
“taria”], permitiendo al modelo manejar variaciones de palabras que no ha visto
exactamente durante su entrenamiento [18].

La importancia de la tokenizacion radica en su capacidad para mejorar la efi-
ciencia del procesamiento del texto y permitir al modelo manejar un vocabulario
extendido. Al dividir palabras en subunidades, el modelo puede entender y generar
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palabras nuevas o poco comunes basdndose en sus componentes familiares. Esto es
particularmente ttil en idiomas con palabras compuestas.

Una vez que el texto se ha dividido en “tokens”, el siguiente paso crucial es
convertirlos en representaciones numéricas que el modelo pueda procesar. Estas re-
presentaciones se denominan “embeddings”. Un “embedding” es esencialmente un
vector, es decir, una lista ordenada de ntmeros, que representa un “token” en un
espacio multidimensional. La idea fundamental detras de los “embeddings” es que
“tokens” con significados o usos similares tendran representaciones numéricas simi-
lares en este espacio multidimensional [18].

Para comprender mejor este concepto, imaginemos un espacio simplificado de
solo tres dimensiones. Los “embeddings” podrian verse asi:

» “estudiante” [0.35, 0.55, 0.75]
= “alumna’™ [0.3, 0.6, 0.7]
= “libro™ [0.05, 0.9, 0.3]

En este ejemplo simplificado, podemos observar que los “embeddings” de “estu-
diante” y “alumna” son mas similares entre si que con el “embedding” de “libro”.
Esto refleja la similitud semantica entre “estudiante” y “alumna’”, que son conceptos
estrechamente relacionados.

Visualizacién 3D de Embeddings

0.7
0.6

dibro alu 0.5

E&ﬂdiante

FI1GURA 2. Visualizacion tridimensional de “embeddings”; ilustran-
do como las palabras sémanticamente similares estan mas cercanas
en el espacio.

En la Figura 2 el espacio es tridimensional, sin embargo, es importante destacar
que en la practica, estos “embeddings” tienen cientos o incluso miles de dimensiones,
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lo que permite capturar relaciones muy sutiles y complejas entre palabras y concep-
tos. Esta representacion multidimensional es lo que permite a los LLMs capturar y
utilizar las complejas relaciones seméanticas y sintacticas del lenguaje.

Con los “tokens” convertidos en “embeddings”, el LLM puede iniciar el proceso
central de su funcionamiento: la prediccion de la siguiente palabra o “token” en una
secuencia. Este proceso se puede visualizar como una serie de decisiones probabi-
listicas basadas en el contexto proporcionado. Para cada posicién en la secuencia
de texto, el modelo utiliza los “tokens” anteriores como contexto para predecir el
siguiente “token” mas probable.

Consideremos un ejemplo concreto. Supongamos que el modelo ha procesado
la frase incompleta “La estudiante lee un”. Para predecir la siguiente palabra, el
modelo podria asignar probabilidades a diferentes opciones:

= “libro™ 0.6

= “articulo™ 0.2

= “texto” 0.1

= “periodico™ 0.05

= otras palabras: 0.05

en este caso, el modelo seleccionarfa “libro” como la palabra méas probable para
continuar la frase, basdndose en los patrones que ha aprendido durante su entrena-
miento.

Es crucial entender que este proceso no es determinista. Dependiendo de la con-
figuracion del modelo y los pardmetros de generacion, se puede introducir cierta
aleatoriedad en las selecciones. Esta aleatoriedad controlada es lo que permite a
los LLMs generar respuestas variadas y creativas, evitando la producciéon de texto
repetitivo o predecible [19].

Cuando un LLM genera texto, repite este proceso de predicciéon multiples veces.
Cada palabra o “token” predicho se anade al contexto y se utiliza para predecir el
siguiente elemento en la secuencia. Este proceso continta hasta que se alcanza un
criterio de parada predefinido, como un niimero méximo de palabras o un “token”
especial que indica el fin de la secuencia.

Para ilustrar este proceso de generacion iterativa, consideremos un ejemplo donde
se le pide al modelo que complete la frase “El estudiante universitario esta’:

= Contexto: “El estudiante universitario esta”, prediccion: “estudiando”.

= Contexto: “El estudiante universitario esta estudiando”, prediccion: “para’.

= Contexto: “El estudiante universitario estd estudiando para”, prediccion:
“sus”.

= Contexto: “El estudiante universitario esta estudiando para sus”, prediccion:

“examenes”.

Este proceso continta hasta que el modelo genera una frase o parrafo completo
que satisface los criterios de longitud o completitud establecidos. En cada paso de
este proceso, el modelo esta considerando todo el contexto anterior para tomar su
decision. Esto permite generar texto que mantiene coherencia y relevancia a lo largo
de secuencias de texto.

La capacidad de los LLMs para mantener la coherencia en secuencias largas se
debe en gran parte a la arquitectura Transformer y su mecanismo de atencién. A
diferencia de modelos previos que tenian dificultades para manejar dependencias a
largo plazo en el texto, los Transformers pueden “atender” eficientemente a cualquier
parte del contexto previo, sin importar cuén lejana esté.
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Esta atencion a largo plazo permite al modelo capturar y utilizar informacion
relevante de manera més efectiva. Por ejemplo, si al principio de un texto se men-
ciona un personaje o un tema especifico, el modelo puede referirse a esa informacion
incluso muchas oraciones después, manteniendo asi la coherencia tematica y narra-
tiva [1]. Sin embargo, no poseen una comprension real del significado detras de las
palabras que generan. Estan, en esencia, realizando predicciones estadisticas basa-
das en patrones observados en los datos con que fueron entrenados. Esta limitacion
puede llevar a varios desafios:

= Generacion de informacion incorrecta: Los LLMs pueden producir afirmacio-
nes que suenan plausibles pero son factualmente incorrectas, un fenémeno
conocido como “alucinaciones”.

= Sensibilidad al contexto inicial: Pequenos cambios en el “prompt” inicial pue-
den llevar a resultados muy diferentes, lo que puede hacer que el comporta-
miento del modelo sea a veces impredecible.

Estas limitaciones son &reas activas de investigacion en el campo de la inteligencia
artificial y el procesamiento del lenguaje natural. Una de estas técnicas prometedo-
ras es RAG, la cual combina la capacidad de generacion de texto de los LLMs con
un sistema de recuperaciéon de informacién, permitiendo al modelo acceder a fuentes
externas de conocimiento durante el proceso de generacion. Esto puede mejorar sig-
nificativamente la precision factual y la actualidad de la informacion proporcionada
por el modelo.

3.2. RAG. Introducida por Lewis et al. en 2020 [13], RAG combina dos elemen-
tos fundamentales: LLMs y sistemas de recuperacion de informacion. En términos
simples, RAG permite a los sistemas “pensar”’ de una manera mas parecida a como
lo hacemos los humanos cuando buscamos informacién. Imagine a un estudiante
universitario que necesita informacién sobre como cambiar de carrera de la univer-
sidad. Un LLM tradicional podria proporcionar informacién general basada en su
entrenamiento, pero esta informacion podria estar desactualizada o no ser especifica
para su universidad. Aqui es donde RAG marca la diferencia. En lugar de depender
tinicamente del conocimiento con el que fue entrenado, un sistema RAG buscaria
activamente en fuentes actualizadas, como el sitio web de la universidad o bases de
datos administrativas recientes, para proporcionar informacién precisa y relevante
sobre el proceso actual de cambio de carrera.

La importancia de RAG radica en su capacidad para superar limitaciones criticas
de los LLMs tradicionales, permitiendo acceder a informacion actualizada en tiempo
real, mejorando significativamente la precision y relevancia de las respuestas [16].

En el contexto universitario, la aplicacion de RAG podria revolucionar la forma
en que los estudiantes acceden a la informacion. Ya sea para consultar sobre cambios
en los planes de estudio, averiguar sobre nuevas oportunidades de becas, o entender
los pasos para transferirse a otro campus, podria proporcionar respuestas precisas
y actualizadas, adaptadas a las politicas especificas de cada institucion.

8.2.1. Componentes de RAG. La arquitectura se compone de dos elementos prin-
cipales: el Recuperador y el Generador. Estos componentes trabajan en conjunto
para producir respuestas informadas y contextualizadas. El Recuperador actaa co-
mo un bibliotecario digital extremadamente eficiente. Su funcién es buscar y selec-
cionar informacion relevante de una base de conocimientos externa. En el contexto
universitario, esta base de conocimientos podria incluir reglamentos académicos,
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descripciones de cursos, anuncios recientes de la administraciéon, y otros documen-
tos relevantes.

Por ejemplo, si un estudiante pregunta sobre el proceso para cambiar de campus,
el Recuperador buscaria en los documentos mas recientes de la universidad relacio-
nados con transferencias entre campus. Podria acceder a formularios de solicitud y
quizé cuestionarios de preguntas frecuentes.

El Generador, por su parte, es similar a un asesor estudiantil experto. Toma la
informacién proporcionada por el Recuperador y la utiliza para crear una respues-
ta coherente y apropiada. No solo debe entender la informacién recuperada, sino
también integrarla de manera fluida con su conocimiento base para producir una
respuesta que sea relevante, precisa y facil de entender para el estudiante [21].
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Context Large Language Model EndPoint

FIGURA 3. Arquitectura bésica de RAG [22].

La Figura 3 ilustra como el sistema RAG trabaja para responder a consultas,
mostrando el flujo de informacion desde las bases de datos hasta la respuesta final
generada. El proceso de funcionamiento puede describirse como una serie de pa-
sos interconectados y sofisticados. Inicialmente, el sistema recibe una consulta del
usuario. El Recuperador analiza esta consulta para identificar los conceptos clave
y realiza una bisqueda exhaustiva en la base de conocimientos. Esta btusqueda no
se limita a una simple coincidencia de palabras clave, sino que emplea técnicas
avanzadas de procesamiento del lenguaje natural para comprender el contexto y la
intencion detras de la consulta [23]. Cada proceso se puede definir as:

= Recepcion de la consulta: El sistema recibe la pregunta o solicitud del usua-
rio.

= Analisis de la consulta: El Recuperador analiza la consulta para identificar
los conceptos clave y la intenciéon del usuario.

= Recuperacion de informacion: Se realiza una busqueda exhaustiva en la base
de conocimientos externa para encontrar informacion relevante.

= Seleccién de informacion: De los resultados obtenidos, se seleccionan los tex-
tos mas relevantes y correlacionados a la busqueda.
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= Contextualizacion: La informacion seleccionada se combina con la consulta
original para crear un contexto enriquecido.

= Generacion de respuesta: El Generador utiliza el contexto enriquecido para
producir una respuesta coherente y relevante.

= Refinamiento y presentaciéon: La respuesta generada se refina y se presenta
al usuario en un formato apropiado.

8.2.2.  Aspectos Técnicos de RAG. Desde una perspectiva técnica, RAG incorpora
conceptos avanzados de algebra lineal y aprendizaje automéatico. Un aspecto crucial
es la representacion vectorial de textos, que permite una comparacion eficiente entre
la consulta y los documentos en la base de conocimientos [23].

Espacio Seméntico Simplificado de RAG
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« Los puntos azules representan documentos

- La estrella roja es la consulta del usuario
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FiGurA 4. Representacion vectorial en el espacio seméntico de
RAG.

La Figura 4 ilustra céomo las consultas y los documentos se representan como
vectores en un espacio semantico. El espacio de la figura estd simplificado a dos
dimensiones, sin embargo, este puede ser de altas dimensiones. En este espacio, la
similitud entre vectores se calcula tipicamente utilizando la similitud del coseno:

L a-b
similitud(a, b) = Tallbl’

donde a y b son vectores que representan la consulta y un documento, respecti-
vamente. Esta representacion vectorial permite al sistema RAG realizar busquedas
eficientes en grandes bases de datos de documentos, identificando réapidamente los
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maés relevantes para una consulta dada. Sin embargo, existen diferentes métodos
para determinar la similaridad [24].

Las ventajas del uso de RAG sobre los LLMs tradicionales son multiples y sig-
nificativas tal y como lo presentaron Balaguer et al. [16]. Estas incluyen una mayor
precision en las respuestas, mayor transparencia y verificabilidad, capacidad para
manejar consultas complejas, y adaptabilidad a diferentes dominios de conocimiento
sin necesidad de un reentrenamiento extensivo del modelo base. El principal desafio
se encuentra en obtener, procesar, transformar y gestionar la data que servira para
nutrir la base de datos. Sin embargo, abren la puerta a implementar LLMs con
RAG para responder a las necesidades de sectores donde la TA atn no ha llegado,
como ser la agricultura, servicios de salud o de atencién al cliente.

3.3. Caso de estudio: Construccion de un Chatbot Universitario. La
Universidad Nacional Auténoma de Honduras (UNAH) enfrenta desafios significa-
tivos en cuanto a la accesibilidad y distribucion eficiente de informacién. Estudian-
tes, profesores y personal administrativo a menudo se encuentran con dificultades
para acceder a datos precisos y actualizados sobre procesos académicos, adminis-
trativos y servicios universitarios. Esta situacion no solo genera pérdidas de tiempo
considerables, sino que también impacta negativamente en la toma de decisiones y
en la eficacia general de las operaciones universitarias.

Para abordar esta problemética, proponemos el desarrollo de un chatbot in-
formativo basado en RAG. Este sistema busca transformar la manera en que la
comunidad universitaria accede y utiliza la informacién institucional, proporcio-
nando respuestas precisas, contextualizadas y actualizadas a una amplia gama de
consultas.

La UNAH, como muchas instituciones de educacion superior, se enfrenta a una
serie de desafios en la gestion y distribuciéon de informacién. Para abordar estos
desafios, proponemos el desarrollo de un chatbot informativo basado en RAG, di-
senado especificamente para el contexto de la UNAH. Este sistema combinara la
potencia de los LLMs con una base de conocimientos estructurada y actualizada de
la universidad.

El chatbot propuesto funcionara de la siguiente manera:

= Recopilaciéon de datos: Crear una base de conocimientos utilizando técnicas
de “web scraping”, extracciéon de datos de documentos PDF y otras fuentes
oficiales de la UNAH. Esta base de datos incluird informaciéon sobre progra-
mas académicos, procesos administrativos, servicios estudiantiles, calenda-
rios, reglamentos y otros aspectos relevantes de la vida universitaria.

= Implementacion de RAG: Se utilizarda un modelo LLM de c6digo abierto
(como LLaMA o similares) como base para el sistema. La técnica RAG se
implementara para permitir que el modelo acceda y utilice la base de cono-
cimientos de la UNAH en tiempo real durante la generacion de respuestas.

= Interfaz de usuario: Se desarrollaré una interfaz de chat intuitiva y accesible.

= Procesamiento de consultas: Cuando un usuario realice una pregunta, el
sistema RAG analizara la consulta, recuperara la informacion relevante de
la base de conocimientos y generara una respuesta contextualizada y precisa.

La arquitectura propuesta para el chatbot informativo de la UNAH se compone
de los siguientes elementos principales:
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= Interfaz de usuario: Una capa que permite a los usuarios interactuar con el
chatbot a través de una interfaz de chat.
= Mo6dulo de NLP: Responsable de interpretar las consultas de los usuarios y
prepararlas para el sistema RAG.
= Sistema RAG:
1. Recuperador: Busca y selecciona la informacién mas relevante de la base
de conocimientos de la UNAH.
2. Generador: Utiliza un LLM para generar respuestas coherentes y con-
textualizadas basadas en la informacién recuperada.
= Base de conocimientos: Una base de datos estructurada que contiene toda
la informacién relevante de la UNAH, organizada de manera que facilite la
recuperacion eficiente.
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Recuperador Archivos y documentos
de la UNAH
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, @ Contenido Informacién almacenada
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FIGURA 5. Arquitectura del chatbot informativo basado en RAG
para la UNAH

La Figura 5 ilustra ilustra el concepto de arquitectura propuesto para el proto-
tipo de chatbot informativo de la UNAH, mostrando los componentes basicos y su
interaccion.

Esta propuesta se plantea como un paso inicial en la exploraciéon de como la tec-
nologia RAG podria aplicarse en el contexto de la UNAH. Los objetivos principales
incluyen:

= Demostrar la viabilidad de utilizar RAG para mejorar el acceso a la infor-
macién universitaria.

= Identificar desafios técnicos y operativos en la implementacion de esta tec-
nologia en un entorno universitario.

= Proporcionar una base para futuros desarrollos y estudios mas detallados.

Es importante senalar que este prototipo serviria como prueba de concepto y no
se pretende que sea un sistema completo o listo para produccién. La implementacion
y evaluacion de este prototipo podrian formar la base de un trabajo de grado mas
extenso, permitiendo un anélisis profundo de las implicaciones técnicas y précticas
de implementar un sistema RAG en la UNAH.

Esta propuesta de prototipo representa un primer paso hacia la exploracién de
soluciones innovadoras basadas en inteligencia artificial para los desafios de gestion
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de informacion en la UNAH. Al desarrollar y evaluar este prototipo, se espera ge-
nerar conocimentos valiosos que puedan guiar futuras investigaciones y desarrollos
en este campo, potencialmente abriendo el camino para una transformacién signi-
ficativa en cémo la universidad maneja y distribuye informaciéon a su comunidad.

4. CONCLUSIONES

El estudio de los Modelos de LLMs y RAG revela un panorama transforma-
dor en el campo del NLP, con implicaciones significativas para diversos sectores,
incluyendo la educacién superior. A lo largo de esta investigacion, hemos explora-
do los fundamentos de estas tecnologias y su potencial aplicacion en el contexto
universitario, especificamente en la Universidad Nacional Auténoma de Honduras
(UNAH).

Los LLMs representan un avance revolucionario en la capacidad de las maquinas
para comprender y generar lenguaje humano. La arquitectura Transformer, con su
innovador mecanismo de atencion, ha permitido el desarrollo de modelos cada vez
mas sofisticados y capaces. Sin embargo, también hemos identificado limitaciones
importantes, como la dependencia de conocimientos estaticos y la posibilidad de
generar informacion incorrecta o desactualizada.

Es en este contexto donde la técnica RAG emerge como una solucién promete-
dora. Al combinar la potencia generativa de los LLMs con sistemas de recuperacion
de informacién en tiempo real, RAG ofrece una via para superar muchas de las
limitaciones inherentes a los LLMs tradicionales. Esta técnica no solo mejora la
precision y relevancia de las respuestas generadas, sino que también permite una
actualizacion continua del conocimiento sin necesidad de reentrenar constantemente
el modelo base.

La aplicacion de RAG en el contexto universitario, como se propone en nuestro
caso de estudio para la UNAH, ilustra el potencial transformador de esta tecnolo-
gia. Un chatbot informativo basado en RAG podria revolucionar la forma en que
los estudiantes, profesores y personal administrativo acceden a la informacion ins-
titucional. Este enfoque promete no solo mejorar la eficiencia en la distribuciéon
de informacion, sino también democratizar el acceso al conocimiento dentro de la
comunidad universitaria.

Mas alla del ambito académico, la combinacion de LLMs y RAG abre nuevas
posibilidades para abordar desafios de informacion en diversos sectores. Como se
ha visto en estudios recientes aplicados a la agricultura, estas tecnologias tienen
el potencial de llevar conocimientos especializados a comunidades que tradicional-
mente han tenido acceso limitado a la informaciéon. En paises en desarrollo como
Honduras, donde el uso de aplicaciones de mensajeria estd ampliamente extendi-
do, un sistema basado en RAG podria proporcionar acceso a informacion crucial a
través de interfaces familiares y accesibles.

El estudio de los LLMs y RAG no solo nos proporciona herramientas poderosas
para el procesamiento del lenguaje natural, sino que también nos invita a repensar
fundamentalmente como gestionamos y accedemos a la informacion en la era digital.
A medida que continuamos explorando y refinando estas tecnologias, es crucial
mantener un enfoque equilibrado que aproveche sus beneficios mientras aborda de
manera proactiva sus limitaciones y desafios éticos.

El caso de estudio propuesto para la UNAH representa un paso inicial en la
exploracion de como estas tecnologias pueden aplicarse en un contexto universitario
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especifico. Su implementacion y evaluacion no solo beneficiarian directamente a la
comunidad de la UNAH, sino que también proporcionarian valiosas lecciones para

la
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17.
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adopcion més amplia de estas tecnologias en el sector educativo y mas alla.
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ESTIMACION ROBUSTA DE PARAMETROS DE UNA
DISTRIBUCION GAMMA BASADO EN LA TRANSFORMACION
INTEGRAL DE PROBABILIDAD

ULISES ARIEL OBANDO REYES

REsUMEN. En la estadistica, la estimacién robusta es una metodologia utili-
zada para obtener estimaciones mas fiables y menos sensibles a las variaciones
de los datos. A menudo, en un conjunto de datos, se presentan valores atipi-
cos que, bajo métodos estadisticos clasicos, tienen una gran capacidad para
distorsionar las estimaciones; a diferencia de los métodos robustos que estan
diseniados para ser menos afectados por estos valores y proporcionar resulta-
dos mas representativos. En este articulo, se construird un estimador para los
parametros de una distribucién Gamma mediante el método de transforma-
cién integral de probabilidad y se comparara con el método clasico de maxima
verosimilitud.

ABsTRACT. In statistics, robust estimation is a methodology used to obtain
more reliable and less sensitive estimates in the presence of data variations.
Often, datasets contain outliers that, under classical statistical methods, have
a significant potential to distort the estimates. In contrast, robust methods are
designed to be less affected by these outliers and to provide more representative
results. In this article, an estimator for the parameters of a Gamma distribution
will be constructed using the probability integral transformation method and
compared with the classical maximum likelihood method.

1. INTRODUCCION

Los métodos estadisticos estdan basados en una serie de suposiciones ideales. Cuan-
do analizamos situaciones del mundo real, no siempre se presentan datos que se
adapten a distribuciones que nos faciliten el analisis, o pueden existir valores que
se alejen mucho de las observaciones obtenidas en el mismo estudio. En tales situa-
ciones, los métodos clésicos pueden producir resultados engafiosos o erréneos, ya
que las estimaciones se ven afectadas por valores atipicos. Aqui es donde entra la
estimacion robusta, empleando métodos que son resistentes a las desviaciones de las
suposiciones del modelo. Estos métodos intentan minimizar el efecto de estos datos
atipicos, proporcionando asi estimaciones que reflejen mejor la tendencia central o
los parametros relacionados con el conjunto de datos [18].

El enfoque robusto para los modelos estadisticos y el analisis de datos busca derivar
métodos que generen estimaciones de parametros confiables, pruebas asociadas e
intervalos de confianza, sin importar si los datos siguen una distribucion dada o si
los datos siguen una distribucion aproximada. Una ventaja de los métodos robustos

Fecha: 12 de agosto de 2024.
Palabras y frases clave. Estimacion robusta, Distribucion Gamma, Transformacién integral de
probabilidad, Estadistica.
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es que se ajustan mejor a la mayoria de los datos. Si los datos no contienen valores
atipicos, los resultados del método robusto son aproximadamente iguales a los del
método clasico; mientras que, si los datos contienen una pequena proporcion de
valores atipicos, el método robusto se ajusta bien tanto a los valores atipicos como
a los no atipicos.

La estimacién robusta es muy importante en estadistica porque permite obtener
resultados precisos y fiables incluso si en los datos contamos con valores atipicos o
que no cumplen con las suposiciones del modelo tradicional. Dentro de esta area
tenemos técnicas como la regresion robusta, que son fundamentales para minimizar
el impacto de valores atipicos. Al ser una herramienta muy util para realizar esti-
maciones, la estimacion robusta tiene muchas areas de aplicacion, entre las cuales
se pueden mencionar economia [1], finanzas, medicina [3], biologia, meteorologia
[2], ete.

Por otra parte, el método de estimacion robusta de transformaciéon integral de
probabilidad es una técnica estadistica que se utiliza para evaluar y mejorar la
robustez de los modelos de probabilidad. Se basa en la transformaciéon de los datos
originales utilizando la funcion de distribucion acumulada del modelo teérico, con
el fin de obtener mayor precision y fiabilidad en las inferencias estadisticas [19,20].

La distribucién Gamma puede ser aplicada en el estudio de tiempos de espera en
la Teoria de Colas, en la meteorologia para ajustar los datos de las precipitaciones,
también para el anélisis del tiempo que pasa hasta que ocurre un evento, para
el ajuste de distribucion de la renta y en el modelado de los datos de consumo
de productos a granel [8]. Esta investigacion puede ser utilizada para ampliar el
conocimiento en las lineas de investigacion que se ha planteado la Universidad
Nacional Auténoma de Honduras, en el eje temético de la ciencia.

2. ANTECEDENTES

Es importante conocer la funciéon Gamma que da origen a la distribuciéon Gamma.
Segun Fuss (1843), el surgimiento de la funcion Gamma se da de la interaccion
entre Leonhard Euler y Christian Goldbach. La funcién Gamma habria surgido de
la interseccién de dos desarrollos matemaéticos. El primero era el problema de in-
terpolaciéon de los nameros factoriales, que se habia hecho muy popular durante el
siglo XVIII, mientras que el segundo era el calculo integral [4]. Bernoulli y Euler
enviaron cartas a Goldbach donde presentaban algunas expresiones para calcular
factoriales de niimeros racionales. Fue en 1738 que Euler publicé con mas detalles
en un articulo titulado "Sobre las progresiones trascendentes o aquellas cuyos tér-
minos generales no pueden ser dados algebraicamente", cuyo nombre original es
“De progressionibus transcendentibus seu quarum termini generales algebraice dari
nequeunt” [5]. Posteriormente, Euler uso los resultados de su trabajo de interpola-
cion [6] y lo transform6 para poder realizarlo mediante el calculo de una integral.
En ese tiempo, esta integral de Euler no era vista como una funcién, sino como una
féormula para obtener los valores de los factoriales de nimeros no naturales, y fue
Adrien-Marie Legendre quien establecio el valor de la integral como la definicion de
una funcion, en .Bxercices de Calcul Intégral”, Vol. 1 (1811). Realiz6 diversos cam-
bios de variables para llegar a la hoy conocida funcion Gamma. Se puede conocer
mas sobre la funcién Gamma en [7].
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La distribucién Gamma es una de las distribuciones continuas méas conocidas, aun-
que no es muy utilizada. Es importante ya que muchas distribuciones utilizadas en
la préactica son casos particulares de la distribucién Gamma, como la distribucion
Exponencial y la distribucion chi-cuadrado [8]. La distribucion Gamma aparece en
miltiples ocasiones como modelo para el calculo de probabilidades y para el ajuste
de datos reales. En la practica, la distribucion Gamma es el modelo de referencia
para variables continuas y positivas, como pueden ser los flujos de agua, consumos
de productos a granel, rentas, recogidas de residuos urbanos, y tantos otros. Al-
gunos trabajos donde se aplica la distribucion Gamma se pueden ver en [9,10,11].
Uno de los principales desarrolladores de esta distribuciéon fue Karl Pearson, quien
trabajo con distribuciones continuas para modelar una amplia gama de datos en
diversos campos. Pearson desarrollo el Sistema de Distribuciones de Pearson, que
comprende distintos tipos enumerados de I al VII, y en 1895 present6 este sistema
[12], que posteriormente en 1901 y 1916 ampli6 en dos publicaciones [13,14].

El método de minimos cuadrados era considerado el procedimiento para generar
estimadores de pardmetros en modelos estadisticos, pero se ha demostrado que este
método no utiliza toda la informacién que puede proporcionar una muestra. Debido
a esto, se ha optado por otros métodos como el de maxima verosimilitud, aunque
en presencia de valores atipicos deja de ser tan preciso. Por esto, el desarrollo de
métodos de estimacién robusta se volvioé algo muy importante durante el siglo XX
y comienzos del siglo XXI. En 1935, Ronald Fisher concibi6 la idea de robustez en
términos de sensibilidad de la prueba t, bajo el supuesto de normalidad. Pero fue
hasta 1953 cuando Box introdujo el término robusto para denotar un procedimiento
que es insensible a las desviaciones de los supuestos en los cuales estd basada la
prueba [15]. Peter Huber publico un articulo en el ano 1964 donde habla de como
disenar procedimientos robustos. También uno de sus grandes aportes es su libro
Robust Statistic"[16]. Otros libros relevantes que se pueden consultar son [17,18].

El Método de Transformaciéon Integral de Probabilidad ha sido desarrollado mayor-
mente por Peter Huber y Frank Hampel. Han publicado articulos donde se introdu-
jeron los conceptos y se sentaron las bases tedricas de este método, desarrollandose
posteriormente en otras publicaciones. En [19,20] se puede encontrar informacion
sobre como la Transformacion Integral de Probabilidad puede ser aplicada para
evaluar y mejorar la robustez de los estimadores.

La funcion Gamma, cuyos origenes se remontan al trabajo de Euler y su posterior
formalizacion por Legendre, proporciona la base matematica fundamental para la
distribuciéon Gamma. Esta distribucion es crucial en diversos contextos précticos
debido a su capacidad para modelar variables continuas y positivas, como los flujos
de agua y el consumo de productos. En el &mbito de la estimacion de parametros,
se ha reconocido que los métodos tradicionales como el de minimos cuadrados no
son siempre suficientes, lo que ha llevado al desarrollo de métodos de estimacion
robusta, una linea de investigacion que se ha fortalecido desde las contribuciones de
Fisher y se ha formalizado con los trabajos de Huber y Hampel [16,18]. Es en este
contexto que el Método de Transformacion Integral de Probabilidad, desarrollado
por Huber y Hampel, cobra relevancia, al ofrecer una forma de evaluar y mejorar la
robustez de los estimadores. La presente investigaciéon busca sintetizar estos concep-
tos y avances, aplicando la Transformacion Integral de Probabilidad para obtener
estimaciones robustas de los parametros de una distribuciéon Gamma, aportando
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asi al campo de la estadistica robusta y mejorando la precision y fiabilidad de los
modelos estadisticos en aplicaciones practicas.

3. ESTIMACION ROBUSTA DE PARAMETROS

3.1. Fundamentos tedricos. Las siguientes definiciones y proposiciones se en-
cuentran en [7,8].

Primeramente, tenemos la definiciéon de la funcion Gamma.

Definicién 3.1.1 Se define la funcion Gamma como T : (0, 00) — R donde
INa) = / e %dy
0

Proposiciéon 3.1.1 Para cualquier o > 1 tenemos que

IMNa)=(a—1(a—-1)

Corolario 3.1.1 Para cualquier n € N tenemos que

I'(n)=(mn-1)!

La proposicion 1.1 y el corolario 1.1 son propiedades de la funciéon Gamma que nos
ayudan a relacionar el valor de la funcién evaluada en un ntimero « en términos de
la funcién evaluada en o — 1, ademas se establece el resultado de la funcion Gamma
cuando se calcula para un nimero natural que simplifica el célculo en esos casos
particulares.

Definicién 3.1.2 Diremos que X es una variable aleatoria que sigue una distribu-
cion Gamma con parametros o > 0y 8 > 0, si su funcién de densidad es

1 a—1_—x :
f(aj) _ ml’ e /ﬁ S1x > 0
0 otro caso

El parametro « es conocido como el “pardmetro de forma”, mientras que S se conoce
como el “parametro de escala’. En la figura 1, vemos las funciones de densidad de
la distribucién Gamma para =1 y distintos valores de «.

Proposicion 3.1.2 Dada X una variable aleatoria tal que X ~ I'(«, 8) entonces
aX ~ T'(«a,ap) siendo a > 0 un namero real positivo.

Ahora, veamos la forma de la funciéon de distribuciéon o funcién de probabilidad
acumulada.

Definiciéon 3.1.3 Sea X ~ I'(a, 8), la funcion de distribucion asociada a X es,
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FIGURA 1. Funcion de densidad de la Gamma con 8 =1
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FIGURA 2. Funcion de densidad de la Gamma con a = 2 y distin-
tos valores de f3

La esperanza y la varianza para una variable aleatoria que sigue una distribucién
Gamma esta dada por

Proposicion 3.1.3 Sea X una variable aleatoria tal que X ~ I'(a, ) entonces
E(X) =ap.

Proposicion 3.1.4 Sea X una variable aleatoria tal que X ~ I'(a, ) entonces
Var(X) = ap®

Las proposiciones anteriores son resultados que se obtienen del calculo de la espe-
ranza y la varianza de una variable aleatoria que sigue una distribucion Gamma,
en [7] se muestra el procedimiento para obtener estos valores.

La funcién generatriz de momentos es una variable aleatoria X es E[e!*], entonces
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Proposicion 3.1.5 Sea X una variable aleatoria tal que X ~ I'(a, §) entonces su
funcién generatriz de momentos es,
1
M,(t) = B[e"X] = ———
217( ) [6 ] (1 _ tﬂ)a

Proposiciéon 3.1.6 Sean Xi, Xo,..., X, variables aleatorias independientes tales
que X; ~ I'(a;, 8) siendo i = 1,2, ...,n. Entonces,

Y = ZX NF(iai,ﬁ)
i=1 =1

Mediante la proposiciéon 2.5 se encuentra la distribucién de una variable aleatoria Y,
que estd compuesta por la suma de variables aleatorias que siguen una distribucién
Gamma, este resultado nos sirve para determinar los parametros de Y.

Las siguientes tres distribuciones son casos particulares de la distribuciéon Gamma,
donde se plantean los parametros que tienen segtn cada distribucién, con esto
podemos analizar otras distribuciones a través de la distribucién Gamma.

Definiciéon 3.1.4 (Distribucién Exponencial) Sea X una variable aleatoria,
decimos que sigue una distribucién exponencial si su funcién de densidad es de la
forma,

fo(z) = %e‘l/ﬁ , x>0

La distribucién exponencial es un caso particular de una distribuciéon Gamma con
a =1, es decir, si X ~ Exp(f) entonces X ~ I'(1,3) [8].

A continuacion, veremos una propiedad interesante de la distribucién exponencial.

Proposiciéon 3.1.7 La suma de exponenciales independientes es una distribucién
Gamma.

Definicién 3.1.5 (Distribucién de Erlang) Sea X una variable aleatoria, deci-
mos que sigue una distribuciéon de Erlang si su funcion de densidad es de la forma
1

a—1_—z/8 0
_ ﬂ"‘f‘(a)‘r e x >
) =
fx(@) {0 otro caso

siendo 8 > 0 y a un ntmero natural.

La distribucién de Erlang es otro caso particular de una distribucion Gamma siendo
el parametro o un valor entero y positivo. Esta distribucion representa el tiempo
de espera hasta que ocurre el a-ésimo evento [8].

Definicién 3.1.6 (Distribucién chi-cuadrado) Una variable aleatoria X sigue
una distribucién x? con n grados de libertad si su funciéon de densidad es de la
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siguiente forma

n/2=1p=2/2 2>

1 .
frx(a) = 4 0T

0 otro caso

La distribucién x? también es un caso especifico de la distribucion Gamma tomando
como o =n/2y  =2. Con esos valores de los parametros tenemos la distribucion
x? con n grados de libertad, es decir, si X ~ I'(n/2,2) entonces X ~ x2(n) [8].

Existe una relacién entre la distribucién de Poisson y la distribucion Gamma,

Definicion 3.1.7 Sea X una variable aleatoria, decimos que sigue una distribucion
de Poisson de parametro A € (0, +00) si su funciéon de probabilidad es de la siguiente
forma [§]

e AN

p(z,\) =Pl X =z] = p con z€{0,1,2,3,...}

y su funcién de distribucion es
T k
1 /1 1
PX <z]= E — <> e’
- |
P k' \ B
Ahora definiremos un proceso de Poisson,

Definicién 3.1.8 Un proceso de Poisson es la aparicién aleatoria de sucesos a lo
largo de un tiempo cumpliendo:

= El ntmero de sucesos que ocurren en intervalos de tiempo disjuntos son
variables aleatorias independientes.

= El namero medio de sucesos por unidad de tiempo, A, se mantiene constante
a lo largo del tiempo.

= En un intervalo de tiempo de longitud diferencial [¢,¢ + At] sblo se puede
producir a lo sumo un suceso [8].

Proposicion 3.1.8 El ntiimero de veces que ocurre un evento en un intervalo de
tiempo (0, t) sigue una distribucién de Poisson de parametro At con A € (0, +00) si,
y solo si, el tiempo que transcurre hasta el n-ésimo evento sigue una distribucién
de Erlang de parametros n y A con A € (0, +00) [8].

Como método clésico, se eligié el método de maxima verosimilitud para estimar los
parametros de la distribucion Gamma.

La funcién de logverosimilitud [21], para I'(a,b) es

n 1 n
log L(cr, B) = —n log T'(a) — na log 4 (o — 1) Z log x; — 3 in,
i=1

i=1

y las ecuaciones de verosimilitud son

O*ilo L(x ﬂ)*fnﬁfnlo BJrilo x;
78@ g ) - F(a) g — g (3]
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o) 1 1
0= -logL(a, B) = B(—”OH' 3 ;fﬂi%

resultando asi
/8 =

y para « el estimador es la solucién de la siguiente ecuacion

Q| &l

)

—ng(a) —nlogZ + nloga + ZIOgCEi =0,
i=1
donde

o) = gotoeTe) = ot = [T - 1

Este valor puede aproximarse con el uso de métodos numeéricos [21].

3.2. Estimacion Robusta. La estimacion robusta es un conjunto de técnicas
estadisticas disenadas para generar estimaciones que son insensibles a pequenas
desviaciones de los supuestos del modelo, especialmente a la presencia de valores
atipicos en los datos. En lugar de ser influenciados de manera significativa por estos
valores atipicos, los estimadores robustos proporcionan resultados que reflejan mejor
la estructura de los datos [18].

Un ejemplo para evidenciar la importancia de la estimacion robusta es el siguiente
donde se tiene un conjunto de datos que presenta un dato que se aleja demasiado
del resto y este valor genera que la media esté muy distante de la mayoria de datos.

Ejemplo: [18] Considere el siguiente conjunto de datos

220 220 240 240 250 2.70 2.80 2.90
3.03 3.03 3.10 3.37 3.40 340 340 3.50
3.60 3.70 3.70 3.70 3.70 3.77 5.28 28.95

El valor 28.95 se aleja bastante del resto de datos, es por ello que sera considerado
como un valor atipico. Una conjetura sobre este valor es que a la hora de escribirlo
se colocd mal el punto decimal y debi6 ser 2.895.

Es comiin que para evitar este tipo de problemas se elimine este valor o que sea
reemplazado por otro valor que sea generado a partir del resto y que tenga mas
"sentido". Pero no siempre realizar cualquiera de estos procedimientos es correcto,
ya que se podria estar eliminando o cambiando un valor que nos esté aportando una
informacion distinta e importante sobre los datos. Aqui es donde entra la estimacion
robusta, pues busca que las estimaciones sean relativamente buenas sin importar si
el conjunto de datos tiene un porcentaje de valores atipicos o que no los tenga [18§].

Entonces, se calcula la media de los datos con y sin el valor atipico y los resultados
son T = 4.28 y T = 3.21 respectivamente. Ahora bien, se propone otra forma de
encontrar un valor que este cerca de "la mitad"de los datos, esta forma es el calculo
de la mediana, que es un estimador robusto. Con la media se obtiene que & = 3.38
con el valor atipico y si se reemplaza por un valor més cercano al resto puede bajar
hasta £ = 3.23.
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Mediana CON Media CON valor
valor atipico atipico

Valor atipico 28,85 H

Media SIN valor Mediana SIN valor
atipico atipico

F1GURA 3. Valores del ejemplo graficados sobre la recta real donde

se ubican los distintos valores de medias y medianas en ambos casos
[18].

3.3. Transformacién integral de probabilidad. Como método robusto se
estimaran los parametros de una distribucién Gamma mediante el estimador M
basado en la transformacion integral de probabilidad, primeramente se presenta el
método de manera general para cualquier distribucién.

Sea Fy,0 € © con O un conjunto abierto en RP, una familia de funciones de distri-
bucién discretas o continuas y pg(k) = Py(X = K).

Supongamos que estamos interesados en estimar 6, entonces la transformaciéon in-
tegral de probabilidad T'(X) esta definida por T(X) = Fyp(X) — Vpp(X), donde V
es una variable aleatoria que se distribuye uniforme [0, 1] (V ~ U|0, 1]) que es inde-

pendiente a X. Veamos que, cuando X es continua, esta transformacion se reduce
aT(X) = Fy(X).

El siguiente teorema establece la propiedad muy conocida de que T'(X) tiene una
distribucién estandar uniforme, a partir de este se obtiene el estimador M para los
parametros de una distribucion [22].

Teorema 3.2.1 Si X es una variable aleatoria continua o discreta y T es la trans-

formacién integral de probabilidad, entonces T'(X) ~ U0, 1].

Conociendo la distribucién de esta transformacion de X, podemos calcular los mo-
mentos: Ep((Fyp(X) — Vpe(X)*) = 1/(k + 1), donde Eq(f(x)) es la esperanza de
f(z) cuando X ~ Fp.

Definamos

U (2,0) = (1 (2,0), ..., 1, (2,6)),
donde

V(. 0) = Eg((Fo(X) = Vpo(X)*|X = 2) = 1/(k + 1),
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. 3 2 /
cuando X es continua, la definicién de ¥, es:

(2, 6) = F§(X) = 1/(k + 1),
con esto, se define el estimador M, 6,, de 6 como la solucién de

> WL (Xi,0) =0.
=1

Este trabajo consiste en estimar los pardametros de una distribucion Gamma me-
diante el método de transformacion integral de probabilidad, para ello necesitamos
encontrar el estimador M definido anteriormente cuando la variable aleatoria X
sigue una distribucion Gamma, entonces sustituyendo en \Il;~c tenemos

U (2,0, 8) = (Fy(x) — 1/2, F2(z) — 1/3),

el estimador M es la soluciéon de
Z\II/(:C’DO[’/B) = 07
i=1

sustituyendo obtenemos el siguiente sistema

{ S (Fo(zi) —1/2) =0
oy (F2 (i) =1/3) =0

donde F}, es la funcién de distribucién de la variable aleatoria X.

Se resuelve el sistema para las variables a y £,

{ S (e Jy o Ne /) = 1/2) = 0

S (e [T gole=7/Bdg)? — 1/3) =0

i=1\\ goT(a) JO

Estos valores pueden aproximarse con el uso de métodos numeéricos.

3.4. Comparacion de métodos. En esta seccién compararemos un método
clasico; el método de maxima verosimilitud y un método robusto; basado en la
transformacion integral de probabilidad.

Primeramente, se extrae una muestra de tamano 500 que siga una distribucién
Gamma con parametros o = 5, f = 7. Con esto probaremos los métodos sin la
presencia de valores atipicos. En la figura 4, se muestra la densidad y un histograma
de los datos de la muestra extraida.

Seguidamente se aplica el método de méxima verosimilitud para estimar los paré-
metros de la muestra, se obtiene como resultado & = 5.6185 y 8 = 6.2965.

Al aplicar el método robusto se obtiene & = 5.5614 y 3 = 6.3227.

En la figura 5, se muestra el histograma de la muestra extraida junto a la funcién
de densidad de la Gamma con parametros « = 5y 8 =7 (Gamma(5,7)), la funcion
densidad de la Gamma donde los parametros son estimados por el método de ma-
xima verosimilitud (Gamma MLE) y la funcion de densidad de la Gamma donde
los pardmetros son estimados por el método robusto (Gamma Robusta).
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Densidad de los Datos Simulados Histograma de la muestra

P
3
. — Datos Simulados g — Gamma(5,7)
3 —— Gamma(5,7) o
- S 3 8
s < 3 o
§ g £ o
o 2 o g
o [=]
o ] o
8 8
o T T T T T T = T T T T T 1
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Valor valor
(a) Densidad de los datos de la muestra junto (b) Histograma de la muestra junto a la den-
a la densidad de una Gamma(5,7) sidad de una Gamma(5,7)

FI1GURA 4. Gréficos de la muestra

Histograma de la muestra
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Ficura 5. Histograma de la muestra junto a la densidad de una
Gamma(5,7), la densidad de la Gamma MLE y la Gamma Robusta.

A modo de resumen se muestra el siguiente cuadro, se incluye el error cuadrético
medio para cada método.

Maxima Verosimilitud | Método Robusto
« 5.6185 5.5614
B 6.2965 6.3227
ECM 0.8278 0.6726

CuADRO 1. Comparacion de parametros estimados y error cuadra-
tico medio entre el método de méxima verosimilitud y el método
robusto.

Como se menciona en este trabajo, los métodos clasicos son sensibles a los valores
atipicos, a diferencia de los métodos robustos que nos generan mejores estimaciones
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con presencia de valores atipicos, a continuacién, se insertaran valores atipicos en
la muestra obtenida anteriormente y se aplicardn ambos métodos nuevamente.

En el método de maxima verosimilitud se obtiene & = 4.7187 y 8 = 7.9410.

Mientras que con el método robusto se obtiene & = 4.9250 y 3 = 7.4292.

Densidad de los Datos Simulados Histograma de la muestra

N z -
o R Gamma MLE o A N Gamma MLE
g - - = Gamma Robusta g £ \ — = Gamma Robusta
3 S FRs ’ \
b1 - bl s S
3 3 N
§ = / s 2 i s,
o 2 o 2 I ~
- £ * o
=] o ’ S
8 _ - 8 P -
S T T T T T T o I T T T T 1
0 20 40 60 80 100 0 20 40 80 80 100
Valor valor
(a) Densidad de los datos de la muestra con- (b) Histograma de la muestra junto a la den-
taminada junto a la densidad de la Gamma sidad de la Gamma MLE y Gamma Robusta

MLE y Gamma Robusta

FIGURA 6. Gréaficos de la muestra contaminada

En la figura 6, se muestra la densidad y el histograma de la muestra contaminada
junto a la funciéon densidad de la Gamma donde los parametros son estimados por
el método de méaxima verosimilitud (Gamma MLE) y la funcion de densidad de
la Gamma donde los parametros son estimados por el método robusto (Gamma
Robusta). El siguiente cuadro muestra los valores de a, § y el error cuadratico
medio para cada método.

Maxima Verosimilitud | Método Robusto
«@ 4.7186 4.9250
153 7.9409 7.4292
ECM 208.2549 3.8954

CuUADRO 2. Comparacién de parametros estimados y error cuadra-
tico medio entre el método de maxima verosimilitud y el método
robusto cuando la muestra contiene valores atipicos.

Se puede apreciar que sin presencia de valores atipicos ambos métodos generan
buenas estimaciones, pero cuando hay valores atipicos el método robusto funciona
mucho mejor que el método clésico.

4. CONCLUSIONES

A continuacion, se resume el trabajo realizado y los hallazgos observados durante
la experimentacion:

1. Los métodos robustos son diseniados para ser insensibles a la presencia de
valores atipicos en los datos. A diferencia de los métodos tradicionales, como
el de maxima verosimilitud, que pueden ser significativamente afectados por
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estos valores extremos, los métodos robustos proporcionan estimaciones més
fiables y representativas de la verdadera estructura de los datos.

2. En lugar de eliminar o ajustar los valores atipicos, lo que podria resultar en
la pérdida de informaciéon importante, los métodos robustos permiten man-
tener todos los datos en el analisis. Esto asegura que ninguna informacién
potencialmente valiosa se descarte prematuramente, lo que es crucial en es-
tudios donde cada observaciéon puede aportar al entendimiento del fenémeno
estudiado.

3. Se utilizdé una muestra de tamafio 500 de una distribuciéon Gamma con para-
metros a = 5y 5 = 7 sin valores atipicos para probar el método de méxima
verosimilitud y el método robusto basando en la transformacién integral de
probabilidad, se busca que las estimaciones de estos métodos sean precisas,
por lo que valores cercanos a 5y 7 para « y [ ,respectivamente, nos indican
que los métodos de estimaciéon son adecuados para los datos seleccionados.
Como resultados en el método de maxima verosimilitud se obtuvo & = 5.6185
y B = 6.2965, y para el método robusto se obtuvo @ = 5.5614 y 3 = 6.3227,
como podemos ver el método robusto genera valores mas cercanos a by a 7,
que es un buen indicador de que el método es mas eficiente.

4. El error cuadratico medio (ECM) es una medida que nos ayuda a cuantificar
la diferencia promedio al cuadrado entre los valores predichos por el modelo
y los valores observados o reales, por lo que nos conviene obtener un ECM
bajo para garantizar que los datos estimados estén bastante cerca de los
valores reales, como podemos ver, el ECM para ambos métodos cuando no
hay valores atipicos es bastante bajo con valores de 0.8278 y 0.6726, con esto
podemos concluir que ambos métodos son muy precisos en la estimacion.

5. Como se esperaba, cuando hay presencia de valores atipicos el método ro-
busto es méas preciso que el método de maxima verosimilitud, en cuanto a
los valores estimados de los parametros vemos que son bastante cercanos a
5y 7, recordando que la muestra fue contaminada con valores atipicos y no
se espera que la nueva muestra siga la misma distribucién que la muestra
anterior, por lo que una forma correcta de comparar estos métodos es a tra-
vés del ECM, donde se logra una diferencia notoria con valores de 208.2549
para el método de maxima verosimilitud y 3.8954 para el método robusto.

Como trabajo futuro se puede aplicar este método robusto a datos reales en areas
donde se utiliza la distribucién Gamma como en la meteorologia, finanzas, ingenie-
ria, salud, etc.
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UNA BREVE DESCOMPOSICION DE FIBONACCI DE
POLINOMIOS SIMETRICOS TETRANACCI

JOSUE ANTONIO ZUNIGA GALO

RESUMEN. La descomposicién de Fibonacci en el contexto de los polinomios
simétricos Tetranacci es una area de estudio que combina conceptos funda-
mentales de la teoria de niimeros y algebra polinémica. Este trabajo explora
la relacién entre la famosa sucesién de Fibonacci y los polinomios simétricos
Tetranacci. A través de esta investigacion, se espera ampliar nuestra compren-
sién de los polinomios simétricos Tetranacci y su conexién con los nimeros de
Fibonacci.

ABSTRACT The Fibonacci decomposition in the context of symmetric Tetra-
nacci polynomials is an area of study that combines fundamental concepts
from number theory and polynomial algebra. This work explores the rela-
tionship between the famous Fibonacci sequence and symmetric Tetranacci
polynomials. Through this research, we aim to expand our understanding of
symmetric Tetranacci polynomials and their connection to Fibonacci numbers.

1. INTRODUCCION

La sucesién de Fibonacci, estda definida por la relacién de recurrencia Fj, 41 =
F,+F, 1conn>1y Fy =0y F; = 1. Esta sucesién fue descrita en Europa
por Leonardo de Pisa, matemaético italiano del siglo X I11 también conocido como
Fibonacci. Tiene numerosas aplicaciones en ciencias de la computacién, mateméti-
ca, biologfa y teorfa de juegos [4, 5]. Sin embargo, su relacién con los polinomios
simétricos Tetranacci, que son una generalizacién de los polinomios de Fibonacci
F,(x), estos son una sucesién de polinomios definidos por:

F,(z) =xF,_1(x) + Fh_a(x)

con Fy(z) =0y Fi(x) = 1. Los polinomios simétricos Tetranacci consideran cuatro
términos consecutivos en lugar de dos, la palabra “Tetranacci” proviene de dos
partes: “Tetra”, del griego “tettares”, que significa cuatro e indica que la sucesién
involucra cuatro términos anteriores, y “nacci”, de “Fibonacci”. Los polinomios
simétricos son polinomios en n variables que permanecen invariantes bajo cualquier
permutacién de estas variables. En otras palabras, si intercambiamos cualquier par
de variables en el polinomio, el resultado sigue siendo el mismo polinomio. Estos
polinomios han recibido menos atencién hasta ahora [3]. Una 4rea de interés es la
relacién entre polinomios simétricos y sucesiones generalizadas como la Tetranacci.

Palabras y frases clave. Polinomios, Fibonacci, Tribonacci, Tetranacci, descomposicién y si-
metria.
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Los polinomios simétricos Tetranacci, definidos recursivamente por la ecuacién:

Ent2 = C&n — 2 + 77(5714-1 + gn—l)v

donde ( y 7 representan coeficientes complejos, estos polinomios presentan una rica
estructura algebraica que merece ser explorada mas a fondo. La simetria aqui no
se refiere a la simetria cldsica de polinomios, sino a la estructura balanceada de
la relacion recursiva. Cada término de la secuencia depende de una combinacion
de términos anteriores y posteriores de una manera que puede presentar patrones
simétricos [5].

El objetivo de este trabajo es investigar la descomposiciéon de Fibonacci de los po-
linomios simétricos Tetranacci, proponer y ejemplificar algunos problemas basados
en el tema. A través de esta investigacién, esperamos no solo ampliar nuestra com-
prension de los polinomios Tetranacci simétricos y su conexion con la secuencia
de Fibonacci, sino también descubrir nuevas propiedades y aplicaciones de estos
polinomios en distintas areas.

Definimos formalmente los polinomios Tetranacci simétricos y presentamos la es-
trategia bésica para encontrar su expresion en forma cerrada. Primero, haremos un
breve desarrollo de los polinomios de Tribonacci, seguidamente, introducimos los
llamados polinomios Tetranacci bésicos y discutimos algunas de sus propiedades.
Finalmente, demostramos que ciertos polinomios Fibonacci generalizados también
obedecen la férmula de recurrencia Tetranacci[5].

El estudio de la sucesion y los polinomios simétricos de Tetranacci muestra una
importancia significativa para la ciencia, asi como areas de interés por parte de la
Universidad Nacional Auténoma de Honduras, ya sea en estudios del drea de salud,
biologia, ingenieria y ciencias de la computacion.

2. ANTECEDENTES

El origen del estudio de la secuencia de Fibonacci comienza con un simple problema,
conocido como el problema de los conejos. Se plantea de la siguiente manera:

1. Se coloca una pareja de conejos en un campo.

2. Cada pareja de conejos produce una nueva pareja cada mes a partir del
segundo mes de vida.

3. El objetivo es calcular cuantas parejas de conejos habra después de un ano.

En el primer mes, hay 1 pareja de conejos (la original). En el segundo mes, sigue
habiendo 1 pareja (ya que los conejos no se reproducen hasta el segundo mes). En
el tercer mes, hay 2 parejas (la pareja original mds una nueva pareja nacida). En el
cuarto mes, hay 3 parejas (la pareja original produce otra nueva pareja, ademds de
la pareja nacida el mes anterior que atin no se reproduce). En el quinto mes, hay 5
parejas (la pareja original y la nueva pareja nacida en el tercer mes producen cada
una, una nueva pareja) y asi sucesivamente [4].

Este patrén origina la sucesiéon mencionada en la introducciéon. A partir de esta
sucesion, se derivan los polinomios de Fibonacci. De manera similar, asi también,
el estudio de una sucesién Tribonacci, que consiste en la suma de tres términos
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anteriores de la sucesién, esto da lugar a los polinomios Tribonacci, y es asi como de
manera parecida se desarrolla la sucesion Tetranacci. De esta forma, se desarrollan
también los polinomios Tetranacci [1, 2, 6].

Histéricamente, el estudio de las sucesiones de Fibonacci y Tetranacci se centraba
en sus propiedades numéricas y combinatorias. Sin embargo, en décadas recientes ha
habido un interés creciente en explorar sus extensiones polinomiales y aplicaciones
en algebra abstracta. Investigadores como Koshy han ampliado nuestra comprension
de estas sucesiones, mientras que estudios recientes han comenzado a vincular estos
conceptos con polinomios simétricos y otras estructuras algebraicas complejas [1].

Diversos estudios han abordado muchos temas diferentes relacionados con la su-
cesion de Fibonacci, sin embargo, nuestro objetivo es centrado en los polinomios
simétricos Tetranacci, la combinacién especifica de estos conceptos en forma de po-
linomios simétricos Tetranacci y su descomposiciéon de Fibonacci es un area emer-
gente con mucho potencial por explorar. Estudios recientes han comenzado a revelar
las complejas interacciones entre estas estructuras y sus aplicaciones en teoria de
nimeros y combinatoria [1, 3, 5].

En tiempos maés recientes, investigadores como Koshy han trabajado en los po-
linomios de Fibonacci, mientras que Leumer ha explorado la descomposicion de
Fibonacci de polinomios simétricos Tetranacci. Estas investigaciones han revelado
nuevas propiedades y aplicaciones de estos polinomios, abriendo nuevos caminos
para la investigacién [1, 5].

A pesar de los avances significativos en el estudio de polinomios simétricos y su-
cesiones de Fibonacci y Tetranacci, aun existen numerosas areas que no han sido
suficientemente exploradas. En particular, la descomposicién de Fibonacci de poli-
nomios simétricos Tetranacci, es un area relativamente nueva que merece atencion
adicional para entender mejor sus propiedades y aplicaciones. Existe una asociacion
dedicada a estudios y soluciones de problemas relacionados con Fibonacci, que lleva
por nombre Asociacién de Fibonacci, donde publican investigaciones y problemas
mediante su revista “The Fibonacci Quarterly”. Esta asociacion es una organizacién
de Canada, retine a investigadores y entusiastas de todo el mundo, proporcionando
un foro para la discusion y difusiéon de descubrimientos relacionados con la sucesion
de Fibonacci [6].

3. LAS SUCESIONES RECURSIVAS TRIBONACCI Y TETRANACCI

La sucesién de Fibonacci, mencionada previamente en los antecedentes, sirve como
base para la comprension de secuencias recursivas y sus aplicaciones en diversas
areas matematicas y cientificas. A partir del problema clasico de los conejos, hemos
aprendido cémo una simple regla de crecimiento puede generar una sucesiéon con
propiedades matemaéticas profundas.

En esta seccion, extendemos el concepto de sucesiones recursivas para introducir
los polinomios simétricos Tetranacci. Estos polinomios se construyen siguiendo una
regla de recurrencia similar a la de Fibonacci, pero considerando cuatro términos
anteriores en lugar de dos.
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Para ilustrar la transicién desde la sucesiéon de Fibonacci a los polinomios Tetra-
nacci, presentamos la imagen que representa el problema de los conejos explicado
en los antecedentes:

MES | TOTAL aenies guam G

Ficura 1. El problema de los conejos [9].

La sucesién Tribonacci es una secuencia numeérica que sigue un patron especifico de
recursion y que se relaciona estrechamente con la secuencia mas conocida de Fibo-
nacci. La sucesion Tribonacci es una generalizacién de la secuencia de Fibonacci,
donde en lugar de sumar dos términos anteriores, se suman tres.

Ambas secuencias comparten propiedades estructurales y pueden ser estudiadas
usando técnicas similares, veamos a continuacion la definicién de la sucesion de
Tribonacci:

Definicién 3.1. La sucesiéon Tribonacci es una sucesiéon numérica donde cada
término se obtiene sumando los tres términos anteriores. Los primeros términos
de la sucesiéon tribonacci son:

To=0, Th =0, Tr=1.
A partir de estos, se define recursivamente como:

Tn =1p_1+ Tn—2 + Tn_g para n > 3.

Los primeros términos de la sucesién son:

0,0,1,1,2,4,7,13,24,44, . ..

En la siguiente definicién nos permite calcular cualquier término 7,, de manera
eficiente la cual es una herramienta poderosa para analizar, manipular y aplicar
esta sucesién en diversas dreas matematicas y practicas.
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Proposicién 1. [9] La funcién generatriz para la sucesién tribonacci es:

73

(3.1) Fa) =m0

Ejemplo 3.2. Expansion de la funciéon generatriz de la sucesién Tribonacci para
n=2.
Solucién:

Consideramos la expansion del denominador usando la serie geométrica:

1 o0
1725 2" donde z=2x+2%+2°
—z

n=0

Sustituimos z y expandiendo:

3 o0
33 _ .3 2 3\n
T2 =z ;(x—i-x +z°)

Desarrollemos algunos términos de (z + 2% + z3)™:

Paran=0: (z+22+23)°=1
El término es 23 - 1 = 3.

Paran = 1:
El término es: z* + z® + 5.

Para n = 2:
El término es: z° + 226 + 327 4+ 228 + 2

De esta manera, podemos encontrar en los coeficientes de cada variable un ntmero
de la sucesion tribonacci,

F(:c):x3+z4+2x5+3x6+3x7+2x8+x9+~~

que corresponden a los términos de la sucesién tribonacci.
Ejemplo 3.3. (Relacién con la Geometria y la Naturaleza:)
Al igual que la secuencia de Fibonacci, la sucesién tribonacci aparece en varios

contextos geométricos y naturales, como en el crecimiento de algunas plantas y en
la disposicion de ciertos objetos en la naturaleza.
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Year

"Fibonacci' Tree "Tribonacci" Tree

F1GurAa 2. Crecimiento de las ramas de los arboles “siguen el
patrén de una sucesién de Fibonacci y Tribonacci” [6].

A continuacién, analizaremos la sucesién de Tetranacci, que amplia ain més este
concepto, sumando los cuatro términos anteriores para generar cada nuevo término.
Esta sucesiéon posee propiedades tnicas que la hacen particularmente interesante
para el estudio de polinomios simétricos.

Definicién 3.4. [10] Sea T, una sucesién Tetranacci definida por la relacién de
recurrencia:

(10) T, + TnJrl + Tn+2 + Tn+3 = Tn+4

con valores iniciales Ty = 0,77 = 0,75, =0,15 =1 .

Estos son los primeros términos de la sucesién: 0,0,0,1,1,2, 4,8, 15, 29, 56, 108, 208, 401, 773, - - -

n T, Expresién Resultado
4 T, T3+T+T1+To=14+0+0+0 1
5 Ty Ty+T3+To+Ti=1+1+0+0 2
6 Tg Ts+Ty+T3+1T5=2+1+14+0 4
A To+Ts +Ty+T3=4+2+1+1 8
8 Ty Tr4+Tsg+T5+Ty=8+4+2+1 15
9 To Ts+Tot+Tst+Ts=1518+4+2 29
10 Ty To+Tg+T7+1T5=294+15+8+4 56

CuADRO 1. Calculo de algunos términos de la sucesion Tetranacci.

Al igual que con la funcién generatriz Tribonacci 3.1, la funcién generatriz Tetra-
nacci se utiliza para representar la sucesién en una forma compacta y facilitar el
analisis de sus propiedades. La técnica de expansién en series de potencias y la ma-
nipulacién algebraica aplicada a la funcién generatriz Tribonacci también se aplica
de manera andloga a la funcién generatriz Tetranacci.
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Proposicion 2. La funcién generatriz sin factoriales estd dada por

T o0
T(x):= T S — :ZTnx"
n=0

debido a la relacién de recurrencia.

La siguiente definicién se basa en la idea de la sucesién de Tetranacci conocida por
su utilidad en diversas aplicaciones matematicas y computacionales.

Definicién 3.5. [10] La matriz A que define la relacién de recurrencia de la se-
cuencia Tetranacci estd dada por:

=)
_ o o =
= O = O
= —_= 0 O

Esta matriz permite expresar la relacién de recurrencia de la sucesiéon Tetranacci
1.0, en forma matricial .

Veamos la construccion de la matriz:

La sucesion Tetranacci definida por la relacion de recurrencia 1.0, para expresar esta
relacién en términos de una matriz, consideramos un vector columna que contiene
los términos de la sucesion en orden descendente:

Tn72
Tn73

Cuando multiplicamos este vector columna T, por una matriz especifica A, obte-
nemos el siguiente vector columna 7},41:

Tn+1 = ATn

Para construir la matriz A, observamos como cada término de la sucesiéon Tetranac-
ci depende de los cuatro términos anteriores. La matriz A se define de tal manera
que cuando la multiplicamos por T}, obtenemos un vector columna que representa
los términos (Ty41, Tn, Th-1, Tn—2)-

Vamos a explicar por qué esta matriz es adecuada:

1. Primera fila: El primer término T;, 41 es T},, por lo tanto, en la primera fila
de A, ponemos 1 en la segunda columna.

2. Segunda fila: El segundo término T, es T;,_1, por lo tanto, en la segunda fila
de A, ponemos 1 en la tercera columna.
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3. Tercera fila: El tercer término T}, _1 es T, _o, por lo tanto, en la tercera fila
de A, ponemos 1 en la cuarta columna.

4. Cuarta fila: Para el cuarto término T}, _o, sumamos todos los términos ante-
riores T, + 1,1+ T2+ T3, por lo tanto, en la cuarta fila de A, ponemos
1 en todas las columnas.

Esta matriz A se utiliza para calcular los términos sucesivos de la sucesién Tetra-
nacci, multiplicamos la matriz A por el vector columna 7;,:

Tn+1 = AT,

Esto nos da un método sistematico para calcular cada término sucesivo de la suce-
sion Tetranacci utilizando la matriz A.

Ejemplo 3.6. Si tenemos los valores iniciales:

1
0
T3 = 0
0
Para encontrar Tjy:
01 00 1 0
0 0 10 0 0
Ti=AT=14 o9 o 1| |o] = |0
1 1 11 0 1
De esta manera hemos calculado T}
Calculamos Ts:
01 00 0 0
00 10 0 0
T=ATi=1{4 o o 1] |o| = |1
1 1 1 1 1 1

Asi, hemos calculado T utilizando la matriz Tetranacci.

La siguiente definicién es una generalizacion de la famosa sucesién de Fibonacci
basada en polinomios.

Definicién 3.7. [8] Los polinomios de Fibonacci generalizados F,, como (para
n>1)

(32) Fn+1 == an + yanlaFO = O7F1 =1.
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Ampliando el rango de recursion en la Ec. 3.2 de dos a tres se obtienen los nimeros
Tribonacci o polinomios Tribonacci, dependiendo de los coeficientes y suponiendo
valores iniciales adecuadamente elegidos [5]. Posteriormente, la primera nocién de
nimeros Tetranacci, donde el siguiente elemento de la secuencia se forma con los
cuatro anteriores, de esta forma se definen los polinomios Tetranacci.

Proposicién 3. [5] La forma més genérica de lo que llamamos en adelante polino-
mios Tetranacci t,, (para n > 0) se define como:

(1.2) tnio = Titpy1 + Toln + T _1tn 1 + T 2ty 2
con algunos valores iniciales t_o,...,t; y coeficientes dados x1,...,x_3. En con-
traste con la Ec. 3.2, nos enfocamos en la situacién especial donde z_9 = —1 y

x1 = x_1 (ver Ec. 3.3 abajo), pero atin con xg,x; genéricos.

3.1. Polinomio simétrico Tetranacci. Las siguientes definiciones, lemas, pro-
posiciones y teoremas estdn basadas en [5].

Definicién 3.8. El polinomio Tetranacci simétrico &; se define recursivamente por

(3.3) Ejr2=C& — &2t (i1 +&-1), JEZ
en términos de sus valores iniciales §; = g;(¢,n) € Cparai = —2,...,1y coeficientes
complejos (, 7.

Aunque los valores iniciales pueden o no depender de ¢ y/o n, siempre utiliza-
mos la notacién abreviada g_g,..., g1 y &; respectivamente, en lugar de mencionar
explicitamente esta dependencia. Para ilustrar, los primeros términos £; son

§2 = —g-2+ng-1+ (g0 + N9,

§3=-ng—2+Cg1 — g-1+n(=g-2+n9-1+ (g0 + 191 + go)
§4=C(=9-2+n9-1+Cg0+ng1) —go +n(-ng—2+Cg1 —g—1 +n(—g-—2+n9-1 +
Cgo +ng1) + go + g1)

De forma mas clara, podemos ver el polinomio simétrico Tetranacci tal como esta-
mos acostumbrados a ver un polinomio con variables conocidas, por ejemplo:

Para 7 = 2 en la ecuacién 3.3, tenemos:

€4 =C& — & +n(&+ &)

£O:wa 51:.%', €2Zyv 63:2:; §4ZP(’U),J?,y,Z), (:2 y 77:3
Sustituyendo las variables:

P(w,x,y,z) :2y—w—|—3(z—|—a:)

Los términos siguientes se derivan de la Ecuacion 3.3. Alternativamente, también
podemos recurrir a la funcién generadora, a la que nos dirigimos a continuacion.

100



Proposicién 4. La funcién generadora E(t) = ZZOZO &qt™ de los polinomios Te-
tranacci simétricos se lee:
_git+go(l—nt) +ga(nt? — %) — g_ot?

3.4 E(t
(3.4) (1 T T

Ejemplo 3.9. Expansion de la funcién generatriz de los polinomios Tetranacci
simétricos para n = 2.

Utilizamos la expansion en serie geométrica para el denominador:

donde z = nt + (2 + nt3 — 4.
Sustituimos z y expandiendo en la serie geométrica paran=0,n=1,y n=2:

Para n = 0:
g1t + go(1 —nt) + g1 (nt* — t*) — g_ot?

Para n =1:
(g1t +g0(1 = nt) + g-1(nt* — %) — g_ot?) (nt + Ct* + nt® — t*)
Para n = 2:
— 772t2 + 277<t3 + (n2 + CQ)t4 _ 2,',]24:5 _ 2Ct6 _ thG + tS

Ahora, sumando los términos:

E(t) = (g1+n)t+(90—ngo+)t+(ngo+g-1n—g1)t* — (g_1t* +0* >+ 20>+ (°+C*)t?)

De esta manera la expansién de la funcién generatriz permite encontrar los coefi-
cientes de cada variable en la serie de potencias, lo que corresponde a los términos
de los polinomios Tetranacci simétricos.

Definicién 3.10. Los polinomios bésicos de Tetranacci T;(j) (i = —2,...,1) sa-
tisfacen la Ecuacién 3.3 para j € Z y sus valores iniciales se resumen en:

Aqui, 0;; denota el Delta de Kronecker y llamamos a la Ecuacién 3.1 la propiedad
selectiva de T;(j).

Corolario 1. Cualquier polinomio simétrico de Tetranacci &; puede escribirse co-
mao:

1
(2.8) &= aT), jeZ

i=—2
para 7, € C genéricos y valores iniciales complejos & = ¢g;, 1 = —2,..., 1.
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El siguiente lemma proporciona una forma para expresar los polinomios simétricos
Tetranacci en términos de funciones exponenciales complejas. Esta representacién
puede simplificar el andlisis y la aplicacion de estos polinomios en diversas areas.

Lema 3.11. Cualquier polinomio simétrico Tetranacci puede expresarse como
(2.22) & = Ae"I 4 Bem 4 Q20 4 Dei027
siempre que S1 # +Sy y S?,52 # 4, donde

n+vn?+4(C+2)
Sio= 5 :

En la ecuacion (2.22), introducimos 612 € C definidos por 2cos(f12) = Si.
Los coeficientes A, B,C, D estdn determinados por los valores iniciales & = g;,
i=-2,...,1.

Parametros:
= ¢;: Los términos del polinomio Tetranacci.
= A, B,C,D: Coeficientes que dependen de los valores iniciales &;.

= 0,05: Angulos complejos definidos mediante S 2, que a su vez dependen de
los coeficientes n y C.

= Sy 2: Expresiones que dependen de n y (.
Para que la férmula sea valida, se deben cumplir las siguientes condiciones:
1. S1 #+5;
2. 8244
3. 8244

Estas condiciones aseguran que los términos exponenciales no se colapsen en térmi-
nos redundantes “necesitamos asegurar que cada término en la combinacién lineal
&; sea tUnico y contribuya de manera independiente a la solucién, cumpliendo las
condiciones”, manteniendo la independencia lineal de los componentes.

Ejemplo 3.12. Vamos a ilustrar el uso de este lema con un ejemplo sencillo.
Supongamos que tenemos los siguientes valores iniciales y parametros:

§2=1 &§1=2, §=3, & =5
Dado:n=1y (= —-1,5.

Podemos calcular S 2 de la siguiente manera:

nEvn*+4(¢+2)
Si2 =

2

1+4/12+4(-15+2)
2

Si2 =
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1+ TF4x05  1++3
B 2 2

1++3 1-3
Sy =

S, =
! 2 2

Sy~ 1,366 Sy ~ —0,366
Célculo de 67 y 6o:

S 1,366
6 = cos™! (;) =cos™! ( ’2 ) = cos™'(0,683)

S —0,366
02 = cos™! (22) =cos™! (’2> = cos™1(—0,183)

0, ~ 0,821
05 ~ 1,755

Por tanto, los valores iniciales cumplen para que la férmula 2.22 sea valida.

Para finalizar este trabajo, presentamos una aplicacién relacionada con los polino-
mios simétricos Tetranacci. Los polinomios simétricos Tetranacci pueden utilizarse
para obtener los valores propios de las matrices hamiltonianas de Toeplitz (matriz
cuadrada en la que cada elemento en una diagonal descendente de izquierda a dere-
cha es constante y cada elemento en una misma diagonal son iguales). Esto se hace
resolviendo la ecuacién caracteristica de la matriz, que es un polinomio cuyos coefi-
cientes estan relacionados con los elementos de la matriz. Al determinar los valores
propios de la matriz hamiltoniana, los polinomios simétricos Tetranacci permiten
identificar los estados estacionarios del sistema [5].
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4. CONCLUSIONES

= En conclusién, este estudio ha destacado la relevancia de la sucesién de
Fibonacci y ha explorado los polinomios simétricos Tetranacci, estableciendo
su relacién con dicha sucesién. Hemos presentado definiciones, proposiciones,
lemas, teoremas y ejemplos que facilitan la comprension y el desarrollo de
esta teoria. El andlisis hecho es significativo, ya que proporcionan una mejor
comprensiéon de comportamientos y relaciones en fisica, quimica, biologia,
matematicas, entre otras disciplinas. Este estudio no solo amplia nuestro
conocimiento sobre los polinomios simétricos Tetranacci, sino que también
sugiere nuevas direcciones para investigaciones futuras.

= Se ha demostrado que los polinomios simétricos Tetranacci, al ser una ex-
tension natural de los polinomios de Fibonacci, poseen caracteristicas alge-
braicas que amplian el conocimiento previo sobre secuencias recursivas. La
funcién generatriz y la matriz de recurrencia asociada proporcionan herra-
mientas efectivas para el andlisis y célculo de estos polinomios.

= En resumen, la investigacion confirma que los polinomios simétricos Te-
tranacci ofrecen una perspectiva valiosa sobre las secuencias polinomiales,
abriendo nuevas avenidas para aplicaciones y estudios en teoria de niimeros
y algebra.

= Continuar investigando en esta area es crucial para ampliar nuestro conoci-
miento y comprensién sobre los polinomios simétricos Tetranacci y sus apli-
caciones. Para trabajos futuros, se sugiere profundizar en la relacién entre
los polinomios simétricos tetranacci y otros polinomios recursivos. También
seria beneficioso desarrollar métodos numeéricos eficientes para calcular estos
polinomios y sus aplicaciones en problemas concretos de la fisica y la bio-
logia. Los hallazgos futuros no solo podran enriquecer la teorfa matematica
existente, sino que también tienen el potencial de influir en otras areas de la
ciencia y la ingenieria, proporcionando nuevas herramientas y enfoques para
resolver problemas complejos.
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APLICACION DE MODELOS GARCH EN LA ESTIMACION DEL
VALOR EN RIESGO

JOSE LEONEL MARTINEZ

RESUMEN. El modelo GARCH (modelo autorregresivo condicional heteroceddsti-
co generalizado) es un modelo estadistico para series de tiempo que describe la
varianza del error en funcién de los errores al cuadrado pasados y de las varia-
ciones. En la presente investigacion, se hara la aplicacién de modelos GARCH y
sus extensiones (EGARCH y TGARCH) para la estimacién del Valor en Riesgo
(VaR) del indice bursétil del precio del café. Se emplean diferentes distribu-
ciones para los retornos, especificamente la distribucién normal y la t-Student,
y se utilizan tres tamanos de muestra histéricas distintas, (500, 1000 y 1500
observaciones). Ademds, se realizo la seleccién del mejor modelo, mediante cri-
terios de informacién, para medir la efectividad de los modelos de volatilidad
en la prediccién del VaR, proporcionando una comparacién empirica de su
desempeno y ofreciendo recomendaciones para su implementacién practica en
la gestién del riesgo financiero.

ABSTRACT. The GARCH model (generalised autoregressive heterocedas-
tico conditional autoregressive model) is a statistical model for time series
describing a time series. co generalized autoregressive conditional autoregres-
sive model) is a statistical model for time series that describes the error va-
riance as a function of the past squared errors and of the variance of the
time series. cations. In the present research, the application will be made on
GARCH models and their extensions (EGARCH and extensions (EGARCH
and TGARCH) for the estimation of the Value at Risk (VaR) of the index
(VaR) of the stock market index of the price of coffee. Different distributions
are used. The distributions for the returns, specifically the normal and the
t-Student distributions, are used, and three different historical sample sizes
are used, (500, 1000, and 1500 observations). In addition, the selection of the
best model, by means of informa- tion criteria, is carried out to select the best
model to be used. tion criteria, to measure the effectiveness of the volatility
models in predicting the volatility in VaR prediction, providing an empirical
comparison of their performance and offering recommendations on their per-
formance and offering recommendations for practical implementation in the
management of VaR. financial risk management.

1. INTRODUCCION

El histérico Acuerdo de Capital de Basilea de 1988 marcé el primer paso sig-
nificativo hacia un sistema financiero mas seguro y sélido. Este acuerdo permitio
a los bancos utilizar modelos de Valor en Riesgo (VaR) internos como base para
determinar el capital necesario para cubrir el riesgo de mercado. Como resultado,
el VaR ha sido oficialmente promovido como una préactica éptima de gestion del
riesgo. Anteriormente, la solidez financiera era un concepto vago, pero ahora puede

Fecha: 28 mayo, 2024 y, en forma revisada, junio 10, 2024.
Palabras y frases clave. Modelos GARCH, Valor en Riesgo (VaR),Activos, Volatilidad.
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ser medida en términos de la probabilidad de insolvencia, gracias a este avance en la
medicién de la estabilidad financiera. Esta mejora ha proporcionado a instituciones
financieras y reguladores una visién mas clara y precisa de los riesgos involucrados
[1].

En el 4mbito de la gestion de riesgos financieros, el Valor en Riesgo (VaR) se ha
consolidado como una herramienta esencial para cuantificar y gestionar la exposi-
cién al riesgo de mercado de una cartera de inversiones. El VaR estima la maxima
pérdida esperada de una cartera en un horizonte temporal determinado, bajo condi-
ciones normales de mercado y para un nivel de confianza especifico [2]. Esta medida
ha ganado popularidad debido a su simplicidad y capacidad para sintetizar el riesgo
en un solo nimero comprensible tanto para gestores de riesgos como para regula-
dores [5].

Sin embargo, se han desarrollado diversos enfoques para estimar el VaR, como
los métodos tradicionales, que presentan limitaciones al no capturar adecuadamen-
te la dindmica cambiante de la volatilidad en los mercados financieros, por eso
destacdmos los modelos de volatilidad condicional como los modelos GARCH (Ge-
neralized Autoregressive Conditional Heteroskedasticity) y sus extensiones, tales
como EGARCH (Exponential GARCH) y TGARCH (Threshold GARCH). Estos
modelos permiten capturar la dindmica temporal de la volatilidad de los activos
financieros, ofreciendo una estimacién més precisa y realista del riesgo[6].

Esta investigacion tiene como objetivo principal analizar la efectividad de los
modelos GARCH, incluyendo sus extensiones EGARCH y TGARCH, en la estima-
cién del VaR para los indice bursétil representativos de mercados financieros como
ser el commodities que incluye el precio del café. Al analizar este indice permite
evaluar la aplicabilidad y eficacia de los modelos GARCH y sus extensiones en la
estimacién del VaR en diferentes contextos financieros, que presentan caracteristi-
cas y comportamientos de volatilidad distintos. Ademds, se consideran distintas
distribuciones para los retornos, como la distribucién normal y la t-Student, para
analizar su impacto en la estimacion del VaR. Para asegurar la robustez de los
resultados, se utilizardn tres tamafos de muestra histéricas diferentes ( 500, 1000
y 1500 observaciones ), con el fin de estimar el VaR de un dia con los niveles de
confianza del 95 % y al 99 % para el indice mencionado anteriormente [7].

En la presente investigacion se contribuye al conocimiento existente, asi como
al conocimiento personal, en el campo de la gestién del riesgo financiero de varias
maneras. Se explora y compara la precisién de los modelos GARCH, EGARCH y
TGARCH para capturar la asimetria y la dependencia en los retornos del indice del
precio del café cotizado en la bolsa de Nueva York, en la estimacién del VaR, bajo
diferentes supuestos de distribuciéon de retornos para evaluar su sensibilidad a la
distribucién de los datos. Ademas, se examina el impacto del tamafio de la muestra
en la precision de las estimaciones del VaR y se evaliia su desempeno mediante cri-
terios de informacion como ser AIC, BIC, HQC, AICc. El objetivo es proporcionar
una comprension mas profunda de las ventajas y limitaciones de estos modelos y
configuraciones en diversos contextos financieros, asi como ofrecer recomendaciones
para la implementacién practica de estos modelos en la estimacion del VaR.
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Y seguidamente se abordard una revision detallada de la teoria subyacente a los
modelos GARCH y sus extensiones, y se presentardan aplicacion empirica utilizando
datos historicos del precio del cafe, y se discutiran los resultados. Finalmente, se
ofreceran conclusiones y recomendaciones para futuros estudios e implementaciones
en el campo de la gestion del riesgo financiero.

2. ANTECEDENTES

Los modelos GARCH (Heterocedasticidad Condicional Autorregresiva Generali-
zada) siguen siendo una herramienta fundamental para la estimacién del Valor en
Riesgo VaR de activos financieros.

El Valor en Riesgo (VaR) ha sido ampliamente utilizado en la gestién de riesgos
financieros desde su introduccién en la década de 1990. JP Morgan popularizé el
VaR con su sistema de medicion de riesgos “RiskMetrics”, el cual utilizaba supuestos
simplificados sobre la volatilidad y las distribuciones de retornos. Desde entonces,
el VaR se ha convertido en un estandar en la industria financiera, no solo por su
capacidad para cuantificar el riesgo de mercado, esto significa que el VaR estima
cuanto puede perderse en una inversién o cartera en un periodo especifico con un
cierto nivel de probabilidad (o confianza) en circunstancias normales de mercado,
sino también por su adopcién por parte de los reguladores financieros como el
Comité de Basilea [9].

Aunque el concepto de VaR es muy sencillo, su cédlculo no es facil. Las me-
todologias desarrolladas inicialmente para calcular el VaR, se clasifican en tres
categorias: paramétrico, no paramétrico y simulacién Montecarlo.

= El enfoque de varianza-covarianza, también llamado método Paramétrico.
Segun Hull y White en mil novecientos noventa y ocho, este método asume
que los rendimientos de la cartera siguen una distribucién normal requiriendo
el calculo de la volatilidad y las correlaciones entre los activos de la cartera
[10].

= La Simulacién Histérica también llamado método no paramétrico, lo cual no
depende de ninguna distribucién de probabilidad especifica, y no es necesario
estimar volatilidades ni correlaciones, lo que lo hace mas flexible en cuanto
a los supuestos sobre la distribucién de los rendimientos [10].

= La simulacién Montecarlo, que es un método semiparamétrico, lo cual permi-
te estimaciones tanto paramétricas como no paramétricas, proporciona una
descripcion més realista del riesgo ajustando una distribucién empirica de
los retornos, lo que puede captar mejor las caracteristicas reales de los datos
financieros. [18].

Como es bien sabido, todas estas metodologias, habitualmente denominadas mo-
delos estandar, presentan numerosas deficiencias, que han llevado al desarrollo de
nuevas propuestas [1].

Por eso los siguientes estudios han trabajado para superar problemas en la me-
dicién del riesgo usando distribuciones condicionales, que ajustan mejor las carac-
teristicas de los datos financieros, algunos estudios importantes son como el Bo-
llerslev en el afio 1986 utilizé la distribucién T-Student y Angelidis en el 2004 la
distribucién de errores generalizada (GED), que tiene colas pesadas, lo que ayuda
a capturar eventos extremos, algunas de las ventajas de estas distribuciones es que
son ampliamente utilizadas porque presentan un mejor desempeno en la captura
del exceso de curtosis. Aunque tiene sus limitaciones a pesar de sus ventajas, ambas
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distribuciones GED y T-Student son simétricas y, por lo tanto, no pueden captar
el componente de asimetria en los retornos financieros, que es una caracteristica
importante de las innovaciones en los datos.

Luego estan los modelos de heterocedasticidad condicional, estos modelos fueron
propuestos por Engle en 1982 y generalizados por Bollerslev en 1986, se utilizan
para modelar la estructura autorregresiva en la varianza condicional, es decir, la
varianza de un periodo depende de la varianza de periodos anteriores. Estos mo-
delos ofrecen una buena primera aproximacién a los hechos estilizados en los datos
financieros, como la volatilidad que cambia con el tiempo. Los modelos GARCH
son adecuados para describir ciertos patrones en los datos financieros, tales como
Cluster de Volatilidad que significa los periodos de alta y baja volatilidad agrupa-
das y el Comportamiento de Cola Gruesa, que significa la mayor probabilidad de
eventos extremos en comparacién con la distribucién normal [10].

Pero segiin Gallant en el afio 1997 y Andersen en el ano 2002, los modelos
GARCH muestran una alta persistencia, lo que significa que la volatilidad tiende a
permanecer alta o baja durante periodos prolongados. Estos modelos no son los més
adecuados para manejar eventos raros en los retornos de los activos, como grandes
caidas o subidas repentinas, lo que nos pueden llevar a una sobreestimacion del
riesgo de mercado real cuando se enfrentan a saltos o eventos raros en los retornos
de los activos, debido a esto se han desarrollado modelos GARCH con propiedades
adicionales, como la asimetria, ( EGARCH, TGARCH) lo que significa que los
impactos diferenciales de choques positivos y negativos son de igual magnitud en la
volatilidad, es decir, las subidas y bajadas en los precios de los activos no afectan
la volatilidad de la misma manera, y segun Cheong senala que la asimetria es
crucial en el andlisis del riesgo, especialmente cuando se gestionan inversiones en
posiciones largas (comprar activos esperando que suban de valor) y cortas (vender
activos esperando que bajen de valor) durante un perfodo determinado, y algo
importante es que la asimetria ayuda a entender mejor los comportamientos de las
colas inferiores y superiores de la distribucién de retornos, lo que es fundamental
para evaluar el riesgo en ambos extremos del espectro [11].

Luego Nelson en el ano 1991, hizo un importante avance al desarrollar el modelo
exponencial GARCH (EGARCH) para analizar los efectos asimétricos en la volati-
lidad causados por noticias del mercado, asi en este modelo, los choques negativos
(malas noticias) y positivos (buenas noticias) tienen impactos diferentes en la vo-
latilidad. Especificamente, los choques negativos tienden a aumentar la volatilidad
mas que los choques positivos de igual magnitud, y también existe la posibilidad
que modelo EGARCH incluye un apalancamiento, lo que significa que los choques
negativos aumentan la volatilidad mientras que los choques positivos la disminuyen,
y asi esta caracteristica refleja como las malas noticias tienden a tener un mayor
impacto en la volatilidad de los mercados financieros que las buenas noticias [12].
Y luego Zakoian en 1994, desarrollo otro modelo GARCH asimétrico, el TGARCH
que también consideran la asimetria en los efectos de los choques de mercado sobre
la volatilidad.

El estudio de Hung en 2011, destaca la importancia de considerar colas pesadas
en el cdlculo del VaR al 99 % para posiciones largas, las colas pesadas se refieren
a la mayor probabilidad de eventos extremos en la distribucién de retornos, lo que
es crucial para una estimacion precisa del VaR en escenarios de alto riesgo, y asi
estas investigaciones empiricas han demostrado que incorporar caracteristicas como

109



APLICACION DE MODELOS GARCH EN LA ESTIMACION DEL VALOR EN RIESGO

colas pesadas, asimetria y choques dindmicos, al combinar diferentes técnicas de
estimacién, mejora la eficiencia y precisién de los modelos de VaR en la evaluacién
del riesgo de mercado [13].

Por dltimo, se ha utilizado el backtesting, una técnica crucial para validar los
modelos de VaR. El backtesting evaliia la precisién y conservadurismo de estos
modelos al comparar las ganancias y pérdidas diarias reales e hipotéticas con las
medidas de VaR generadas por el modelo, segun lo definido por el Comité de Su-
pervisién Bancaria de Basilea (BCBS, 2019). Esto permite verificar si el modelo
predice adecuadamente el riesgo de pérdidas. Kupiec propuso la aproximacién maés
utilizada en backtesting, conocida como la “prueba de cobertura incondicional”.
Esta prueba se centra en verificar si el ndmero real de excepciones (dias en que las
pérdidas exceden el VaR estimado) coincide con el nimero esperado de excepciones.
La “tasa de cobertura tedrica”, es la proporciéon de dias en que se espera que las
pérdidas excedan el VaR segun el nivel de confianza del modelo (por ejemplo, 1%
para un VaR al 99 %). Segin Laporta 2018, la prueba de Kupiec sigue un proceso
de Bernoulli con parametro p. Este pardmetro p representa la tasa tedrica de co-
bertura del VaR. Por ejemplo, si el VaR se calcula para un nivel de confianza del
99 %, entonces p serfa 0.01 (1%). En este contexto, la variable de prueba toma el
valor de 1 si la pérdida en un dia determinado excede el VaR estimado (indicando
una excepcién) y 0 en caso contrario [10].

ESTIMACION DEL VAR CON MODELOS GARCH

2.1. Conceptos preliminares. En esta seccién, exploraremos conceptos clave
como los rendimientos de activos, series de tiempo, estacionariedad, y la prueba
Portmanteau.

La mayoria de los estudios financieros utilizan los rendimientos en lugar de los
precios de los activos por dos razones principales. En primer lugar, para los inverso-
res promedio, la rentabilidad de un activo proporciona un resumen completo y sin
escala de la oportunidad de inversién. En segundo lugar, las series de rendimientos
son mas faciles de manejar que las series de precios, ya que presentan propiedades
estadisticas mas atractivas.

Definamos a P; el precio de un activo en el indice temporal t . Suponiendo que
nuestro activo no paga dividendos [15].

Definicién 2.1. El logaritmo natural del rendimiento simple para un periodo desde
la fecha t - 1 hasta t de un activo que se compone en forma continua se determina
como [8]:

P — Py

Ri= ——— &1
TP il

Py
Py

) = l?’l(Pt) - Z’I’L(Pt_l).

2.1.1. Series de tiempo. Una serie de tiempo o serie temporal es una coleccién
de observaciones {ri,zs,...,r7} que registran el valor de una variable de interés
en determinado perfodo de tiempo. La coleccién {r;}7_; se suele considerar como
una muestra particular de un proceso estocéastico {r:}>° heredando sus propieda-
des. Cuando solo una variable varia con el tiempo estamos ante una serie temporal
univariante, si se tienen multiples variables se denomina serie temporal multivarian-
te. En el andlisis de series de tiempo el objetivo es extraer pardmetros relevantes
o caracteristicas de ella para luego generar un modelo matematico adecuado que
describa el proceso y poder hacer un andlisis predictivo.
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Definicién 2.2. Diremos que una serie de tiempo {r;}7; es estrictamente esta-
cionaria si

(’I“tl,’l“tg, ...... 7Ttn) d (Tt1+k,7“t2+k, ..... ;Ttn+k)-
Es decir, si la distribucién conjunta es invariante bajo translaciones de tiempo.
Es dificil verificar esta propiedad en la préctica por lo que se maneja el siguiente
concepto.

Observacion: d quiere decir idéntica a la distribucién.

Definicién 2.3. Una serie de tiempo {r;}~; se dice débilmente estacionaria si la
media de {Tt}iTzl y la covarianza entre r; y r;_; son invariantes en el tiempo, es
decir,

E(re) = p, cov(re, Te—1) = N,
donde la covarianza es una funcién que depende tinicamente de [ [8].

En resumen, las dos definiciones anteriores nos indican que una serie temporal
{r:} es estrictamente estacionaria si sus propiedades estadisticas son invariantes
bajo traslaciones en el tiempo. Esto implica que todas sus distribuciones de proba-
bilidad conjuntas son constantes a lo largo del tiempo. Por otro lado, si una serie
{r:} tiene sus dos primeros momentos (media y varianza) finitos, entonces es débil-
mente estacionaria. Sin embargo, el reciproco, es decir, que una serie débilmente
estacionaria sea estrictamente estacionaria, no siempre es cierto a menos que {r;}
se distribuya normalmente.

Para fines préacticos, se supone que {r;} es débilmente estacionaria, lo cual sim-
plifica el andlisis y permite utilizar ciertas propiedades estadisticas. Es importante
mencionar que si la serie es débilmente estacionaria, la covarianza entre {¢;} y
{ri—1} depende solo del retraso [, la cual llamaremos lag — .

La covarianza tiene las siguientes propiedades:
= Varianza de lag — [: Es la covarianza en la lag — [, es g, que es simplemente
la varianza de {r;}, es decir que y9 = var(r).

= Simetria: La covarianza es simétrica con respecto al lag, es decir y_; =
[15].

Definicién 2.4. El coeficiente de correlacion entre dos variables x, y esta definido
como

cov(z,y)
(var(z)var(y)) =
Este coeficiente mide la fuerza de dependencia lineal entre x y y. Se puede probar
que =1 < p <1, ppy = pya 4]

Py =

Algo importante que hay que mencionar es que si la correlacién es cero (pg ., =
0), esto significa que no existe correlacién entre dos variables aleatorias z e y, lo
que equivale que no hay una relacién lineal entre las dos variables. Ahora Si x e
y son variables aleatorias normales y su correlacién es cero, entonces x e y son
independientes. Esto implica que el valor de una de las variables no afecta al valor
de la otra. Pero el coeficiente de correlacion tiene una suma importancia en las
series de tiempo, porque si una serie de tiempo r; es débilmente estacionaria, la
dependencia entre r; y sus valores pasados es crucial. Esta dependencia ayuda a
entender y modelar la estructura y el comportamiento de la serie a lo largo del
tiempo.
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2.1.2. Prueba de Portmanteau. En finanzas se necesita probar conjuntamente que
varias autocorrelaciones de r; con r;_; son cero, para ello utilizamos el estadistico

Q.

Q(m)=T3 4l
=1

con hipdtesis nula Hg : p1 = .... = p,,, = 0 versus hipdtesis alternativa H, : p; # 0
parai=1,2,3,......... ,m donde Q*(m) ~ Xf con m grados de libertad.

En la practica la seleccién de m puede afectar el rendimiento del estadstico Q(m),
comunmente se utiliza m = In(T) donde T es el tamano de la muestra de r;.

Definicién 2.5. Una serie de tiempo a; es llamado ruido blanco si {a;}7_; es una
sucesion de variables aleatorias idénticamente distribuidas con media p y varianza
0?2 > 0. En particular supondremos que a; se distribuye normalmente N(0,0?),

caso que se conoce como ruido blanco Gaussiano [8].

2.2. Valor en riesgo (VaR). Es una medida estadistica utilizada para cuanti-
ficar el riesgo de pérdida en una cartera de inversiones.

Definicién 2.6. Dado un nivel de confianza o € (0,1). El VaR de nuestra cartera
en el nivel de confidencia « viene dado por el menor niimero [ tal que la probabilidad
de que la pérdida L supere [ no sea mayor que (1 — ). Formalmente,

VaRy =inf{leR: P(L>1)<1—a}=inf{leR: Fr(l) > a}.

Donde F7, es el cuantil de la distribucion de las pérdidas I que correspondiente al
nivel de confianza «.

En términos probabilisticos, el VaR es simplemente un cuantil de la distribucién
de pérdidas [14]. Es importante destacar que el VaR se basa en tres componentes
clave:

= Horizonte Temporal: El periodo durante el cual se estima la posible pérdida.
Comunmente se utilizan horizontes de un dia, una semana, 10 dias o un mes.

= Nivel de Confianza: La probabilidad con la que se asegura que la pérdida no
excedera el VaR estimado. Los niveles de confianza comunes son 95 %, 99 %
y 99.9%.

= Magnitud de la Pérdida: El monto de la pérdida que no se espera superar
mads alla del nivel de confianza durante el horizonte temporal.

2.3. Modelos GARCH, sus Extensiones y volatilidad. En esta seccién
explicaremos los conceptos clave, como ser volatilidad, y los modelos GARCH,
EGARCH, TGARCH. La volatilidad es conocida como una medida de la variabili-
dad de los precios de los activos financieros. Modelar la volatilidad es crucial para
la estimacién precisa del VaR.

2.8.1. Volatilidad. Es una medida de variacién o dispersién de una variable de
interés a lo largo del tiempo, y se define como la varianza condicional de la serie.

Cuando el precio del activo varia regularmente en plazos cortos, se dice que tiene
alta volatilidad, si el precio se mantiene casi constante entonces tiene baja volati-
lidad, estos periodos de variabilidad indican heterocedasticidad en el proceso, es
importante observar que la volatilidad no es posible de forma directa, sin embargo,
tiene las siguientes caracteristicas:
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= Existen agrupamientos de volatilidad.

» Evoluciona con el tiempo de manera continua.

= No diverge al infinito, se puede decir que la volatilidad es estacionaria.

= Parece reaccionar de manera diferente a un gran aumento de precios o una
gran caida de precios [16].

El modelo ARCH (Engle 1982) es el primer modelo que proporciona un marco
de referencia sistematico para modelar la volatilidad. La idea béasica de los modelos
ARCH es que el ruido r; de un activo es serialmente no correlacionado, pero de-
pendiente, la dependencia de r; puede ser descrita por una funciéon cuadrética de
sus valores rezagados [3].

Los modelos GARCH se generalizan a partir de los modelos ARCH, a pesar que el
modelo ARCH es un modelo simple, usualmente requiere muchos parametros para
describir adecuadamente el proceso de la volatilidad de un conjunto de retornos.
Por eso es necesario introducir un nuevo modelo heteroscedastico generalizado.

2.3.2. GARCH (Generalized Autoregressive Conditional Heteroskedasticity). Pro-
puesto por Bollerslev (1986), captura la persistencia en la volatilidad mediante la
incorporacién de términos autoregresivos y de media mévil en la varianza condicio-
nal. Un modelo GARCH de pardmetros p y ¢ o GARCH(p, ¢), se puede representar
como:

p q
2 2 2
e o; =ap + E a;ry_; + E Bioi—j,
i=1 =1

donde {¢;} es una sucesién de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas con media cero y varianza 1, usualmente se asume que ¢; se distribuye
normal o t-student estdndar, ag > 0, y a; > 0, para i € {1,2,...,p} garantizando
que la varianza condicional o7 sea positiva [3] .

2.3.3. EGARCH (Exponential GARCH). Introducido por Nelson (1991), modela
la volatilidad logaritmica y captura la asimetria en los shocks de mercado. En par-
ticular, esta extensién fue creada para tener en cuenta los efectos asimétricos entre
los rendimientos positivos y negativos de los activos, considerando la innovacion
ponderada,
g(er) = Oer +7[ler| — E(lec])],

donde 6 y v son constantes. Pero ¢; y |e;| — E(]e¢]) son idénticamente distribuido
con media cero con distribuciones continuas, asi E[g(e;)] = 0 La asimetria de g(e;)
puede verse facilmente reescribiéndola como,

O+7v)er —vE(ler|]) si e >0,
9(€t) =
(0 — "}’)Et — ")/E(|Et|) st € < 0.

2.8.4. TGARCH (Threshold GARCH). Propuesto por Zakoian (1994), permite
que la volatilidad reaccione de manera diferente a shocks positivos y negativos,
reflejando sobre la volatilidad. Un modelo TGARCH(m, s ) asume la forma

S m
o} = ag+ Z(ai +YiNe—i)ai_; + Zﬁjag—jv

i=1 j=1
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donde N;_; es un indicador de negativo a;_;, asi que

1 st Ap—i < 0,
Ny =
0 st a;—y; <0,

Y ,%, ¥ B son pardmetros no negativos que cumplen condiciones similares a
las de los modelos GARCH [15].

2.4. Distribuciones de Retornos de Activos. En esta seccién explicaremos
las definiciones de los retornos de distribuciéon normal y t-student, ambas son am-
pliamente utilizadas en modelos financieros por su simplicidad y propiedades ma-
tematicas favorables, subestiman la probabilidad de eventos extremos debido a que
los retornos financieros muestran colas mas gruesas y picos mas altos de lo espe-
rado, y la distribucién t-Student, con sus grados de libertad ajustables, se adapta
mejor a estas caracteristicas empiricas [3].

Definicién 2.7. Distribucién Normal: En los modelos GARCH, se suelen asumir
que los errores ¢; siguen una distribucién normal con media cero y varianza condi-
cional 6?7 : ¢, ~ N(0,02), esto implica que € = 0,2, donde 2; son variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas con una distribucién normal estandar
N(0,1).

Definicién 2.8. Distribucién t-Student: Los errores o, se modelan de la siguiente
manera, €; = 042, donde z; son variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas, que siguen una distribucion t de student estdndar con v grados de
libertad [15].

2.5. Aplicacién a series financieras. En esta seccién se realizaran calculos
numéricos y la modelacién de la serie de tiempo. El andlisis de los rendimientos
del activo incluird la generacién de histogramas y la estimacion de funciones de
densidad. A partir de estas funciones de densidad, se determinara qué tipo de dis-
tribucién se ajusta mejor a los datos. Se llevé a cabo la modelacion de la volatilidad
financiera en el retorno del precio de las acciones del café, cotizadas en la bolsa de
Nueva York con la etiqueta KC=F. Los datos se obtuvieron de Yahoo Finance,
con informacién diaria desde el 15-07-12 al 15-07-24, obteniéndose asi una base de
datos de 3017 observaciones. Nuestra variable de interés de la base de datos fue
KC = F$Adjusted, que representa el precio al que se cerr6 al final del dfa.

En esta seccién las referencias utilizadas son, [3], [8], [15], [17].

2.5.1. FEstadistica descriptiva. A continuacion, se presentan los datos més relevan-
tes de nuestra serie de rendimientos del activo. Se incluyen los estadisticos descrip-
tivos de los rendimientos logaritmicos diarios para el periodo comprendido entre el
15 de julio de 2012 y el 15 de julio de 2024.

CuADRO 1. Momentos estadisticos para los retornos del precio

café.
Media D.S Min Varianza  Maximun No.Obs  Asimetria  Curtosis  Prob.JB
0.001  0.02120 —0.0902 0.00045 0.117 3,017 0.2825 23.736 2.2¢ — 16
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La media positiva y la desviacién estdndar moderada sugieren una ligera tenden-
cia alcista en el precio del café con una volatilidad diaria del 2.12%, y los valores
extremos (minimo y méximo) indican que hay tanto riesgos significativos de caidas
(hasta el 9.02%) como oportunidades para ganancias grandes (hasta el 11.7 %),
también tenemos una asimetria positiva que indica una ligera inclinacién a los ren-
dimientos positivos, y la alta curtosis indica la presencia de eventos extremos, que
es crucial para evaluar el riesgo. Por ultimo tenemos la prueba de Jarque-Bera que
sugiere que los rendimientos no siguen una distribucién normal, reforzando la nece-
sidad de modelos que puedan capturar mejor la naturaleza de los datos financieros,
como los modelos GARCH con distribucién t de Student.

CUADRO 2. Percentiles y Cuantiles

10% 20 % 30% 40 % 50 % 60 % 70% 80 % 90 %

—-0.024 —-0.0155 —0.00997 —0.0051 0.000336  0.0040 0.0092 0.0156  0.0262

Los percentiles inferiores (10 %, 20 %, 30 %) muestran rendimientos negativos,
sugiriendo que hay una mayor frecuencia de dias con pérdidas menores (méas del
1% y hasta 2.4%). Los percentiles superiores (70 %, 80 %, 90 %) muestran rendi-
mientos positivos, sugiriendo que hay una mayor frecuencia de dias con ganancias
menores (menos del 1% y hasta 2.62%).Y el porcentil del 10% de los dias han
tenido caldas superiores al 2.4 %, lo que destaca el riesgo de caidas significativas en
el precio del café y el porcentil del 90 % muestran ganancias superiores al 2.62 %,
indicando oportunidades de rendimientos altos en ciertos dias. En conclusién, la
interpretacién de los percentiles muestra que la distribucién de los rendimientos
logaritmicos estd generalmente centrada en valores cercanos a cero. Sin embargo,
esta distribucién también revela tanto riesgos significativos de caidas como oportu-
nidades considerables de ganancias en ciertos dias.

En la Figura 1 siguiente se representa la evolucion del indice a lo largo del tiempo,
y a pesar de la volatilidad diaria, es posible identificar una tendencia ascendente a
lo largo de varios anos, esto podria indicar un aumento general en los precios del
café.

Precio de las acciones del cafe (En USD)
Desde 2012-07-15 a 2024-07-15

ra
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FiGURA 1. Serie diaria del indice precio del café
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En la Figura 2 se muestran los rendimientos diarios que proporcionan una visién

detallada de cémo los precios del café cambian dia a dia, permitiendo a los analistas
e inversores evaluar la volatilidad y el riesgo del mercado.

Rendimientos diarios 2012-07-17 / 2024-07-10

jul. 172012  ene. 022015 jul. 032017  ene. 022020  jul. 01 2022

Fi1GURA 2. Rendimientos diarios del precio del café.

2.5.2.  Histograma, la funcién de densidad empirica, ACF y PACF. Examinamos
la serie con los correlogramas para identificar el tipo de proceso ARIMA que podria
representar a la serie, por otra parte antes de hacer una estimacién es importante
también examinar la serie que estamos utilizando, tanto en niveles como en primeras
diferencias para ver si esta serie es estacionaria o no, lo podemos hacer a través
de correlogramas y béasicamente es a través de la funcién de autocorrelacion y la
funcién de autocorrelacién parcial. Si apreciamos la funcién de autocorrelacién en la
Figura 4, vemos que va cayendo lentamente y nunca muere lo cual es un patrén muy
caracteristico en series no estacionarias. También podemos observar en la Figura 3,
el histograma y la funciéon de densidad y podemos apreciar que se asemeja a una
distribucién normal pero tiene una pequena asimetria positiva

Histogrma de KC=F
Densidad de KC=F

Density
15

0 &5 10
Density
L

L [ R
-0.10 -0.05 0.00 0.05 0.10 T T T T T
-010 -0.05 0.00 0.05 0.10

Tiempo
N =3008 Bandwidth = 0.003397

FicuraA 3. Histograma y funcién de densidad de los retornos ob-
servados.
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ACF log del CAFE
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Ficura 4. ACF

Sin embargo cuando graficamos ACF y PACF en primera diferencias podemos

apreciar que rapidamente caen y los coeficientes de correlacion se vuelven igual a
cero.

ACF d1 log CAFE
PACF d1 log CAFE
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Ficura 5. ACF Y PACF en primera diferencia.

2.5.8. Andlisis de raices unitarias o pruebas de estacionariedad. Realizamos las
pruebas formales para verificar si una serie es estacionaria o no, tanto en niveles
como en diferencias, que es a travéz de las pruebas de raices unitarias.

1. Prueba de la rafz unitaria de Dickey-Fuller aumentada (ur.df ).

2. Prueba de raiz unitaria de Phillips y Perron (ur.pp).

3. Prueba de raiz unitaria de Kwiatkowski et al (ur.kpss).

En el siguiente cuadro mostramos los resultados de las pruebas de raiz unitaria con
un nivel de significancia 0.01***,

CUADRO 3. Pruebas de raiz unitaria para el precio del café (log).

Prueba | Niveles | Primeras diferencia
ur.df —2.088 | —18.3783***

ur.pp | —1.2748 | —56.4486"**
ur.kpss | —1.3382 | 0.0696**

Los resultados del Cuadro 3 indican que la serie de precios del café en logaritmos

no es estacionaria en niveles, pero se vuelve estacionaria después de tomar la primera
diferencia.
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2.5.4. Ajuste del modelo autoregresivo. Para estimar un modelo ARIMA, podemos
utilizar la metodologia de Ljung-Box u otros métodos alternativos, especificando
los 6rdenes correspondientes. Otra opcién es emplear el paquete seasonal de R, que
selecciona el mejor modelo ARIMA y sugiere posibles valores atipicos. Una funcién
mas rapida es el auto.arima, que selecciona o recomienda el modelo mas adecuado.
En nuestro caso, auto.arima recomendé un modelo ARIMA(0,0,1), que no tiene
términos autorregresivos, pero si incluye un término de media mévil y la variable
es estacionaria después de una diferencia [8].

Es crucial extraer los residuos de este modelo y someterlos a un analisis exhaus-
tivo. Inicialmente, realizamos pruebas de normalidad para los residuos utilizando
los tests de Portmanteau (p — valor = 2.2 x 10716) y Shapiro-Wilk (p — valor =
2.2 x 10716), ambos tests indican que los valores p —valores son significativamente
menores al 5 %, lo que nos permite concluir que los retornos no siguen una distribu-
ci6on normal. Debido a falta de normalidad, es necesario considerar una estimacion
ARCH. Aplicamos pruebas de heterocedasticidad autoregresiva y condicional con
rezagos de 1 y 2, respectivamente. En ambos casos, los p — valores fueron menores
al 5% y al 10 %, lo que nos lleva a rechazar la hipétesis nula de homocedasticidad.
Esto sugiere que en nuestro modelo ARIMA existe y tiene un problema de hete-
rocedasticidad que es autoregresivo y condicional. Ante esta situacién, debemos
proceder a estimar modelos de las familias GARCH para manejar adecuadamente
la heterocedasticidad presente. Luego graficamos los residuos al cuadrado.

Residuales al cuadrado

cuad.res.arima
0.06

0.00

0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Time

FIGURA 6. Residuos al cuadrado.

En la Figura 6, observamos periodos de alta variabilidad seguidos de periodos de
tranquilidad, y viceversa. Este patrén es caracteristico de la heterocedasticidad con-
dicional en series de tiempo. Debido a esta caracteristica, debemos analizar nuestra
serie de tiempo utilizando la familia de modelos GARCH, considerando tanto los
modelos GARCH simétricos como los asimétricos. El proceso GARCH es vélido
cuando los residuos al cuadrado estan correlacionados y los graficos ACF y PACF
indican claramente una correlacion significativa.

2.5.5. GARCH simémetrico. Estimamos el modelo GARCH estdndar, con dos
tipos de distribucién normal y t-student, con diferentes ordenes y vamos a mostrar
el mejor modelo que se ajusta obteniendo los siguientes resultados. Con un nivel de
significancia 0.01*** y 0.05**.
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Dist.Normal | Dist.t-student | Dist.t-student
Parametro | GARCH(1,1) | GARCH(1,0) | GARCH(1,1)
1 0.001092** 0.001318*** 0.001398***
o1 0.7665*** 0.7249*** 0.7631***
01 —0.8040*** —0.7608*** —0.8087***
w 0.000002 0.00053*** 0.000003
a 0.0181*** 0.2196*** 0.0294***
51 0.9794*** 0.9651***
n 3.05438*** 3.7133***

CUADRO 4. Estimaciones simétricas: Familias GARCH.

En el modelo GARCH(1,1) con especificacién de distribucién normal para las
innovaciones, se observé que presentaba problemas de volatilidad condicional no
estacionaria (o + 1 ~ 1).

Tanto GARCH(1,1) como GARCH(1,0) con una especificacién de distribucién
t de student capturan adecuadamente la volatilidad de los retornos del café, pero
la persistencia de la volatilidad (valores altos de (1) indica que los choques a la
volatilidad tienen efectos prolongados y la condicién del test ARCH con 3,5,7 re-
zagos resultaron significativos lo cual significa que se ha resuelto el problema de
heterocedasticidad condicional.

2.5.6. GARCH asimétricos. EN los modelos TGARCH, EGARCH asimétricos el
supuesto fundamental es considerar el efecto de malas noticias, persistencia de
choques o volatilidades diferenciables. Obteniendo los siguientes resultados. Con
un nivel de significancia 0.01*** y 0.05**.

Dist.t-student | Dist.t-student
Parametro | TGARCH(1,1) | EGARCH(1,1)
1 0.001226*** 0.001256***
o1 0.756985*** 0.760497***
01 —0.796329*** | —0.801910***
w 0.000199* —0.068580***
Qy 0.063679*** —0.036694***
B4 0.946135*** 0.991257***
m 0.394699***
" 0.101368***

CuaDRO 5. Estimaciones asimétricas: Familias GARCH.

En el modelo TGARCH(1,1) existe efecto de asimetria o malas noticias que incre-
mentan la volatilidad condicional de forma positiva y estadisticamente significativa
7. La volatilidad condicional fue de tipo no estacionaria (a; + 51 > 1).

En el modelo EGARCH(1,1) todos los pardmetros fueron estadisticamente sig-
nificativos y con varianza condicional estacionaria (a; 4+ 81 < 1). También podemos
ver que oy < 0, significa que los choques positivos (buenas noticias) generan menor
volatilidad en comparacién con las malas noticias, y y; muestra un efecto asimétrico
en la volatilidad con respecto a choques negativos y positivos.
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2.5.7.  Seleccion del mejor modelo. Comparar y seleccionar modelos basados en
criterios de informacién es una préctica estandar en el andlisis de series de tiempo
y otros contextos estadisticos. Al ajustar varios modelos y utilizar criterios como
AIC, BIC, AICc y HQC, se puede identificar el modelo que ofrece el mejor equilibrio
entre ajuste y complejidad. Esto es crucial para evitar el sobreajuste y mejorar la
capacidad predictiva. Seleccionaremos el modelo con los valores méas bajos en estos
criterios de informacion, ya que se considera el mejor en términos de balance entre
ajuste y simplicidad.

GARCH simétricos GARCH simétricos
Norm t-student t-student t-student t-student
1C GARCH(1,1) | GARCH(1,0) | GARCH(1,1) | TGARCH(1,1) | EGARCH(1,1)
AIC | -4.6506 -4.9050 -4.9934 -5.0133 -5.0137
BIC | -4.6386 -4.8930 -4.9795 -4.9973 -4.9977
AICc | -4.6506 -4.9050 -4.9934 -5.0133 -5.0137
HQC | -4.6463 -4.9007 -4.9884 -5.0075 -5.0079

CUADRO 6. Criterios de Informacién (IC).

Una vez elegido el mejor modelo a través de los criterios de informacién, y ve-
rificando que cumple todas las restricciones, incluidos los signos de la varianza
condicional, determinamos que el modelo EGARCH es el méds adecuado entre las
alternativas simétricas y asimétricas. Este tipo de modelo es frecuentemente reco-
mendado en la literatura para series financieras. Con el mejor modelo EGARCH
seleccionado, procedemos a realizar prondsticos de los retornos del precio del café
[8].
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FicurA 7. Prediccién de la variabilidad de los precios en 10 dias
hacia adelante.
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F1GUurA 8. Predicciéon de la volatilidad incondicional en 10 dias
hacia adelante.

En la Figura 9 se presenta la volatilidad condicional histérica, medida por la
desviacion estandar de la ecuacion de varianza y en comparaciéon con la volatilidad
incondicional.
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Ficura 9. Volatilidad histérica condicional, modelo EGARCH.

2.6. Calculo del VaR. Se calcul6 el VaR a un dia con diferentes niveles de sig-
nificancia y tamanos de muestra. Es importante destacar que el modelo EGARCH,
con un intervalo de confianza del 99 % y una muestra de 1000 datos, indic6 la mayor
pérdida esperada en comparacion con los demas tamanos de muestra.

VaR 95 % Var 99 %
Muestra 500 1000 1500 500 1000
GARCH(1,1) -0.038142 | -0.021701 | -0.032179 | -0.053945 | -0.050137
TGARCH(1,1) | -0.036410 | -0.037956 | -0.035688 | -0.051495 | -0.049973
EGARCH -0.035642 | -0.039655 | -0.039901 | -0.050409 | -0.058921

CUADRO 7. VaR con diferentes tamanos de muestra.
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En la Figura 10 se muestra el VaR al 1% de significancia con el mejor modelo
seleccionado EGARCH, donde la linea rojo significa el escenario adverso y la linea
verde es el escenario a favor [10].
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Ficura 10. VaR al 1%, modelo EGARCH.

3. CONCLUSIONES

A continuacion, se resume el trabajo realizado y los hallazgos observados durante
la experimentacion.

En el contexto del andlisis financiero, especialmente en modelos como los
GARCH o cualquier modelo que requiera estimaciones precisas de la vola-
tilidad y otras caracteristicas del rendimiento, una cantidad insuficiente de
datos puede llevar a estimaciones imprecisas, lo que a su vez afecta a la to-
ma de decisiones. Por lo tanto, contar con suficientes observaciones es crucial
para la validez del anélisis.

En la investigacién se concluye que, al estimar un modelo univariado (ARI-
MA) que presenta problemas de heterocedasticidad condicional autorregre-
siva (ARCH), es necesario abordar este problema mediante la inclusién de
una estimacién simultanea de una ecuacién de la media y una ecuaciéon de
la varianza condicional, como los modelos GARCH(p, ¢). La literatura su-
giere dos enfoques para esto, las familias estandar de GARCH o versiones
simétricas, y las versiones asimétricas

Uno de los aspectos mas interesantes del anélisis de series de tiempo es la
prediccién de futuros valores de los rendimientos. Sin embargo, es crucial
considerar que la precisiéon de estas predicciones disminuye a medida que
nos alejamos de los datos reales. En el contexto del indice del precio del café,
esto significa que, aunque los modelos GARCH pueden ofrecer estimaciones
utiles a corto plazo, las predicciones a largo plazo son cada vez menos precisas
debido a la creciente incertidumbre.

Con base en la evidencia empirica se encontré que la especificaciéon de los
modelos asimétricos EGARCH(1,1) con presencia significativa de efecto apa-
lancamiento, es decir las malas noticias generan un aumento a ala volatilidad
de los precios.
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= Resulta impactante la facilidad para calcular el VaR del indice del precio del
café, ya que el modelo GARCH univariado proporciona todos los resultados
necesarios. En este caso, lo mas importante es obtener una estimacion precisa
de la volatilidad de los rendimientos.

= R es una poderosa herramienta para la modelacién de series financieras,
gracias a paquetes como rmgarch, rugarch, seasonal, fgarch y tseries, los
cuales son de libre descarga.

Como trabajo futuro, se propone explorar especificaciones alternativas de la fa-

milia de modelos GARCH simétricos y asimétricos, utilizando distribuciones como
la t de Student asimétrica, la distribucion de errores generalizados, y la distribucién
de errores generalizados asimétricos, para comparar resultados.
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PROGRAMACION FUNCIONAL, UNA APLICACION DE LA
TEORIA DE CATEGORIAS

JARED MONTECINOS

RESUMEN. La teoria de categorias ha sido tomada como algo confuso u oscuro
en la comunidad de matemadtica, ha sido hasta llamada un “sinsentido abs-
tracto”. En este breve articulo, nos proponemos a mostrar una aplicacién en
la programacién funcional con el lenguaje de programacién Haskell

ABSTRACT. Category Theory has been deemed as something confusing or dark
in the mathematics community, it has even been called “abstract nonsense”.
In this short article, we propose ourselves to show an application to functional
programming with the Haskell programming language

1. Introduccién

La teoria de categoria ha sido tomada primordialmente como una herramienta en
matematicas, pero en realidad es un drea bastante sélida que ayuda a conectar, o en-
tender distintas dreas de las mateméaticas que al principio parecen disconexas. Con
una simple y elegante base, construida sobre los objetos respectivos y morfismos,
lo que podemos entender como los elementos més primitivos de las matemaéticas, la
teoria de categoria puede aplicarse a cualquier area de las matematicas, sea teoria
de conjuntos, topologia, geometria diferencia, dlgebra abstracta entre otros. [6]

La teoria de categorias da una “gramética” al lenguaje de las matematicas, lo cual
nos da resultados increibles donde esta ya no sélo se aplica y crece en la matematica,
sino también en otras ciencias, como la fisica, la neurologia [13] o la lingiiistica [3].
Para este articulo, nosotros nos enfocaremos en su aplicacién para las ciencias de
la computacién en la programacion funcional, y especificamente con el lenguaje de
programacion Haskell. Un concepto clave en la teoria de categoria, es el de com-
posicién de funciones, algo que es bastante visible en los diagramas que se usan para
estudiarla, este concepto aplicado a la programacion, al estudio de polimorfismo en-
tre otros elementos, més el calculo lambda, nos da la programacion funcional.

La base principal de la teoria de categorias en la programacién es el tratamiento
de los tipos(tipos de dato) como objetos y las funciones como morfismos, esto le da
una flexibilidad enorme y ventajas a los lenguajes de programacion funcional sobre
los lenguajes de tipo imperativo en aspectos de ahorro de memoria o complejidad
computacional.

En el contexto de la UNAH, dadas las aplicaciones industriales de la progra-
macién funcional, es realmente importante para el sector empresarial del pais en el
contexto de la globalizacién.

Palabras y frases clave. Teoria de categoria, Haskell, Programacién funcional, Célculo lambda,
Computacién.
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2. Antecedentes

2.1. Teoria de Categoria. Para esta seccién, nos basaremos en [8].

La teoria de categoria surge de una manera compleja y fascinante, tanto asi que
cubrir su origen con detalles es meritorio de un articulo entero, asi que aqui cubrire-
mos una entrada con detalles generales. Las categorias, los functores y las transfor-
maciones naturales aparecen por primera vez en un articulo de Eilenberg y McLane
(1942), pero restringido a teoria de grupos. Fué la generalizacién de estos conceptos
lo que los 1levo a la teoria de categorias.

Al principio fué més un lenguaje util que una teoria completa, mostrando resul-
tados satisfactorios en algebra homoldgica o topologia algebraica, esto cambid hasta
1957 cuando Groethendieck escribe un articulo donde construye y define teorias mas
generales para luego aplicarlas a la topologia algebraica.

En resumidas cuentas, Grothendieck mostré cémo desarrollar parte del algebra
homoldgica en un entorno abstracto basado en categorias. Esto permitié ver una
categoria especifica de estructuras, por ejemplo, una categoria de haces sobre un
espacio topoldgico, como un representante de una categoria abstracta de cierto tipo
(por ejemplo, una categoria abeliana). De esta manera, se hizo evidente c6mo
aplicar métodos como el algebra homolégica a otros campos, como la geometria
algebraica.

De igual forma Kan en 1958 aplica categorias a limites y colimites, brindando
importantes resultados en teoria de homotopias.

En la década de los 60’s gracias a los esfuerzos de Freyd y Lawvere, los tedricos
de las categorias reconocieron la importancia del concepto de funtores adjuntos. La
existencia de adjuntos no solo permite definir categorias abstractas, sino que, como
se menciond anteriormente, muchos teoremas e incluso teorias en diversos campos
son equivalentes a la existencia de funtores especificos entre categorias particulares.
Para principios de la década de 1970, el concepto de funtores adjuntos se consideraba
central en la teorfa de categorias.

Estos avances permitieron que la teoria de categorias se consolidara como un
campo de investigacién auténomo, dando lugar a la “teoria de categorias pura’.
Experimenté un rapido crecimiento como disciplina y en sus aplicaciones, princi-
palmente en sus dreas de origen (topologia algebraica y dlgebra homoldgica), pero
también en geometria algebraica y dlgebra universal (impulsada por la tesis doctoral
de Lawvere).

Dicha tesis es un hito histérico, ya que Lawvere propuso la categoria de categorias
como base para la teoria de categorias, la teoria de conjuntos y, por tanto, toda
la matematica. También planted el uso de categorias para estudiar los aspectos
l6gicos de las mateméticas.

A lo largo de la década de 1960, Lawvere sent6 las bases para un enfoque com-
pletamente nuevo de la logica y los fundamentos de las matematicas. Sus logros
incluyen:

e Axiomatizar la categoria de conjuntos (1964) y la categoria de categorias
(1966).

e Caracterizar las categorias cerradas cartesianas y mostrar sus conexiones
con los sistemas l6gicos y diversas paradojas légicas (1969).

e Demostrar que los cuantificadores y los esquemas de comprensién podrian
capturarse como funtores adjuntos a operaciones elementales dadas (1966,
1969, 1970, 1971).
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e Defender que los funtores adjuntos deberian desempenar un papel funda-

mental a nivel fundacional a través de la nocién de “doctrinas categéricas”
(1969).

Todo este trabajo culminé en un concepto: el de topos. Un topo es como una cat-
egoria en los conjuntos con una estructura légica para cubrir los elementos basicos
de las matemadticas, y generalizado como espacio topoldgico, provee una conexién
entre la légica y la geometria.

Los topos son un concepto importantisimo en matematica, se les considera
“Las Algebras de Lie del siglo XXI” teniendo aplicaciones no sélo en dreas de
la matemadtica, sino también en la metamatemadtica, siendo importantes para la
construccién de modelos en el intuicionismo y el constructivismo.

La teoria de categorias sin dudas, trae mucha riqueza a las matematicas pero
no sélo a estas, sino que ha encontrado multiplicidad de aplicaciones como serlo
en teorfa cudntica de campos y lo que trataremos en este documento, la teoria
computacional.

2.2. Programacién funcional. Para esta seccién nos basaremos en [14]

El antecesor de la programacién funcional es el cdlculo Lambda creado por Alonzo
Church, donde en su tesis desea definir un cédlculo que pueda expresar el com-
portamiento de las funciones. Esto es una herramienta muy util en matemaéticas
cuando queremos estudiar la composicién de funciones, pero a su vez en ciencias de
la computacién por todas las aplicaciones que giran alrededor de este concepto.

A la hora de disenar un lenguaje de programacién, hay multiples elementos en
semantica que hay que tomar en cuenta, y es de hecho alrededor del analisis de esta
seméntica, sobretodo en el andlisis de funciones polimérficas donde la teoria de la
categoria toma importancia en la programacion.

El primer lenguaje de programacion en destacar fué LISP(List Processing) creado
por John McArthy en la década de los 50’s para el manejo de la computacién
simbdlica, algo clave para la inteligencia artificial, dentro de los aspectos claves de
Lisp y los méas importantes de la programacién funcional en general se encuentran:
el uso de funciones de primera clase, la recursividad , la homoiconocidad y sobretodo
su cambio de paradigma de ser un lenguaje imperativo a uno basado en el uso de
funciones y composicién de funciones.

Luego de LISP, el siguiente gran lenguaje fué ML que surgié cercanamente
al tema de nuestro articulo, Haskell. ML (Meta Language) fué desarrollado por
Robert Milner como un meta-lenguaje para probar teoremas, pero rapidamente
tuvo su evolucién hacia un lenguaje de programacién completo, ademas de las
caracteristicas de LISP, tiene un fuerte sistema basado en tipos, y tipos de dato
inmutables.

Haskell, disenado por Haskell Curry en los 80’s es el primer lenguaje puramente
funcional, con todas las caracteristicas mencionadas y dos nuevas: la evaluacién
perezosa(una expresién no es evaluada hasta que se necesite) y el concepto de
monadas, donde se maneja enormemente la esencia de la programacién funcional.

Actualmente, mas alld de los entornos académicos la programacién funcional ha
sido integrada a la industria por sus miiltiples ventajas en el manejo de memoria,
siendo untilizada por compaiias de todo tipo [11].

127



JARED MONTECINOS

3. Cuerpo del trabajo

3.1. Nociones basicas de teoria de la categoria. En esta seccién, primero
trabajaremos con definiciones y ejemplos de teoria de la categoria,seguiremos las
definiciones y la construccién de [12]

Para una categoria C tenemos:

e Sea Ob(C) una clase, los elementos de esta clase son llamados objetos.

e Para AB € Ob(C); Mor(A,B) o C(A,B) denota el conjunto morfismo de A
a B.

e Para todo A € Ob(C),

1A2A*>A

denota el morfismo unidad.
e Para morfismos f : A — By g : B — C, el tinico morfismo de com-
posicién de f y g es:
gof:A—C
y tiene que satisfacer las siguientes condiciones:
(1) Para f:A— Bg:B—Cyh:C—D

h(gf) = (hg)f

o utilizando un diagrama:

decimos que este diagrama debe tener asociatividad.
(2) Ley de la identidad: Para cualquier morfismo f : A — B, la ecuacién:

fla=1p.f=f

debe ser cumplida. Con estas cuatro estructuras, cualquier categoria
C se denota por:

C ~ (0b(C), Mor(C), Mor(C) x Mor(C) = Mor(C); Condiciones)

3.2. Ejemplos.

(1) C=Conjuntos; Categoria de los conjuntos
Ob(C): Clase de los conjuntos
Mor(C): Conjuntos de funciones en conjuntos
Composicion: Composicién de funciones
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(2) C = Grp; Categoria de los grupos
Ob(C): Clase de los grupos
Mor(C): Conjunto de los homomorfismos de grupos
Composicion: Composicién de homomorfismos

(3) C = Top; Categoria de los espacios topolégicos
Ob(C): Clase de los espacios topoldgicos
Mor(C): Conjunto de funciones continuas entre espacios topoldgicos
Composicion: Composicién de funciones continuas

(4) C= hTop; Categoria de homotopias
Ob(C): Clase de los espacios topoldgicos
Mor(C): Clase de homotopias de funciones continuas
Composicion: Composicién de clases de homotopias

3.3. Functores y transformaciones naturales. Un functor es un mapeo que
conserva la estructura entre categorias de la misma forma que un homomorfismo es
un mapeo que conserva estructuras entre grafos.

Sean C'y D las categorias, se cumple:

e Para un objeto A de C
F(ida) = idpa)
e Para una composicién go f de C
F(go f) = F(g)o F(f)
La funcién F' es un functor de la Categoria C a la D. Este functor es denotado por
F:C—D

mientras tenemos que si, F''y G son functores de la categoria C a D.
e Para cualquier A objeto de C'

na: F(A) — G(A)

es un morfismo de D.
e Sea f un morfismo de A a B en la categoria C. El diagrama,

F(A) ———+G(A)
na ‘

es conmutativo. Si las condiciones son satisfechas, el morfismo

n:F—G

es una transformacion natural del functor F' al functor G
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Fx)—9 ey

Yz Py

G(X) — ()

FicUrE 1. Diagrama conmutativo de la transformacién natural

Para trabajar con una definicién més precisa de transformacién natural y pos-
teriormente al de ménada junto a su aplicacién en Haskell, nos basaremos en [4].

Dados dos functores, F', G entre las categorias C',D, una transformacién natural.
1 : F'— G es una coleccién de morfismos en D. Los morfismos deben satisfacer las
siguientes condiciones:

(1) Para cada objeto  en C, hay un morfismo %, : F(x) — G(x) , llamado el
componente de ¥ en .

(2) Los componentes deben satisfacer que para cada morfismo f: X — Y en
C, donde tenemos ¥, o F(f) = G(f) o 5.

Es decir, una transformacién natural puede ser vista cémo una manera de trans-
formar un functor en otro. Ademds, si cada v, es biyectivo, es decir que cada v
es un isomorfismo natural, y que F y G son isomérficos. Note que mientras la
notacion da la idea de 3 siendo una funcién, F' y G no son conjuntos, simplemente
nos dice que ¥ transforma un functor F' en otro functor G.

3.4. Ejemplo. Para hacer el concepto de transformaciones naturales méas claro,

utilizaremos un ejemplo sencillo.
Sea C la categoria definida por el diagrama

f
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FIGURE 2. Diagrama conmutativo de la identidad

Sea F un functor F : C' — C con F(a) = F(b) = F(c) = ayF(f) = F(g0 =
F(h) =14, y sea I el functor identidad en C' que mapea cada objeto a si mismo, y
cada morfismo a si mismo.

Un endofunctor T' [10] lo entenderemos un functor F que mapea a la categoria
C, con sus respectivos morfismos Mor(C) Objetos Ob(C'), a si misma. Es decir:

T:C—C

Sea ¢ : I — F una transformacién natural con componentes:
¢a =ho go f =1,
v =hog
be=g
Notemos que cada para x € C' existe un morfismo ¢,, entonces la primera ley es
satisfecha. Entonces, examinamos los morfismos y mostramos que:

ppoI(f)=hogof=(hogof)ola=F(f)od,
peol(g)=hog=1,0(hog)=F(g)o¢p
pooI(h)=ho fogoh=F(h)og.

Asi que F' es una transformacién natural , transformando C' en una subcategoria.

Algo importante para la definicién de Ménada es la de composicién de transfor-
maciones naturales, que la trabajaremos de la siguiente forma:
sia: F - Gy p: G — H son transformaciones naturales entre functores
F,G,H : C — D, podemos construir una transformacién natural foa : F — H,
por componente definiendo (8 o o), = Bpa,. Ahora, dada una transformacién
natural £ : F — G entre functores F,G : C' — D y los functores H; : B — C
H, : D — E, podemos definir las transformaciones naturales H1¢ : H1F — H1G y
¢Hy : FHy — GHy como
(H 1€ ):c =H 1536
(EH2)e = Ero(a)
Con esto ya definido, podemos hablar del concepto de ménada.

3.5. Ménadas. Una ménada en una categoria C' consiste de un endofunctor T :
C — C junto con dos transformaciones naturales:

e 1:1¢c — T, donde 1¢ es el functor identidad en C
e p:ToT —T

Sujeto a los criterios:

poTu=pouT
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uT u

FiGURE 3. Diagrama de conmutatividad de la ménada, para més
detalles [6].

FIGURE 4. Diagrama equivalente con la doble linea del endofunctor

poTn=puonT =17 donde 11 es el morfismo identidad de T" a T.

3.6. Teoria de categorias y programacion funcional. Para los aspectos de
esta seccién, nos basaremos en [9]. La concepcién matemdtica de los algoritmos
computacionales se identifica como un factor clave evaluado por su capacidad de
ahorrar tiempo y garantizar procesos estables en la programacién. Diferentes al-
goritmos se obtienen mediante diversos métodos, como la encriptacién asimétrica
en la programacion paralela. Estas caracteristicas fundamentales de los lenguajes
de programacién deben ser compatibles con el pensamiento matematico para con-
struir algoritmos sélidos. En este sentido, el lenguaje mas adecuado corresponde
a los lenguajes de programacion funcional. Esto permite minimizar el nimero de
lineas de cédigo, el tiempo de procesamiento de los algoritmos y los errores derivados
del compilador a un nivel aceptable.

La computaciéon imperativa, que incluye los lenguajes de programacién orienta-
dos a objetos, se centra precisamente en el resultado mostrado por el compilador.
Cualquier salida adicional a este resultado se denomina efecto secundario. De hecho,
estos efectos secundarios pueden ser factores que dificultan alcanzar el resultado de-
seado. En contraste, los lenguajes de programacién funcional tienden a enfocarse en
los célculos. En conclusidn, los lenguajes de programacién funcional pueden tener
propiedades més sélidas en comparacién con otros lenguajes de programacién [10].

Los lenguajes de programacién funcional tienen cuatro elementos principales:

e Tipos de datos primitivos
e Constantes de cada tipo de dato
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e Funciones entre tipos de dato
e Constructores

En el segundo elemento, la constante es un constructor con valor no paramétrico.
También, el constructor es una funcién cuyas variables son funciones. Con estas
caracteristicas, cualquier lenguaje genera una categoria. Para componer esta cate-
goria, necesitamos algunos cambios:

(1) Este lenguaje tiene que tener una funcién que no haga nada (id4).

(2) Para llamar una constante con una funcién, el lenguaje necesita un tipo
llamado 1. Este tipo se ve como el objeto terminal en la categoria del
lenguaje.

(3) La composicién del lenguaje tiene tupos de entrada y de salida. Por lo
tanto, una composicion es vista como un programa derivado.

Con estos cambios, para un lenguaje de programacién funcional, L tiene la es-
tructura de una categoria C'(L). C(L) tiene las siguientes propiedades:

(1) Los objetos de C(L) son los tipos de L.

(2) Las flechas de C'(L) son las operaciones de L.

(3) Las fuentes y los objetivos de las flechas son las entradas y salidas de de
una operacién en L.

(4) Composiciones de C'(L) son los constructores de L.

(5) Las flechas de identidad de C(L) son las operaciones que no hacen nada en
L.

De manera similar a esta estructura, la categoria de un lenguaje de programacién

funcional tiene functores y transformaciones naturales. Un ejemplo simple de un
functor es List Set — Set que corresponde al constructor de tipos de lista en Haskell.
La parte del objeto del functor mapea un conjunto A a un conjunto de listas sobre
A, es decir secuencias de la forma [z1,...,2,] donde cada z; es un elemento de
A. La parte del morfismo del functor mapea una funcién f:A — B a la funcién
normalmente escrita como el mapeo f en Haskell que manda una lista [z, ..., z,] a
[f(z1),..., f(xz,)]. En la notacién categérica, la funcién mapa f serd escrita como
List f: List A — List B.
Las transformaciones naturales del lenguaje de programacién Haskell son funciones
que satisfacen las condiciones de transformaciones naturales de la categoria. Por
ejemplo, 'reverse’ es una transformacién natural de la categoria de Haskell (Hask).
Esta funcion invierte la lista. para un functor:

List : C(L) — C(L)
una transformacién natural es:
n = reverse : Ob(C(L)) — Mor(C(L))

Las transformaciones naturales representan funciones polimérficas. Las fun-
ciones polimoérficas son mapeos entre constructores de tipos. Unos cuantos ejemplos
de funciones polimérficas son:

append[A] : ListA x ListA — ListA
map[A, B] : [A — B] — [ListA — ListB]
foldr[A, B : [Ax B — B] x B — [ListA — B
(Basado en [2])
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Como resultado, Haskell nos da una categoria, un functor, y una transformacién
natural con la estructura del lenguaje [15]. Sea L un lenguaje de programacién
funcional con 3 tipos de data:

NAT: Los naturales
BOOLFEAN = true, false
CHAR: ASCII
Entonces podemos construir la categorfa C(L). Los objetos de C(L) son:
Ob(C(L)) = NAT, BOOLEAN,CHAR, 1

donde 1 es un singulete. Las flechas de C(L) junto con:

5§ —r

Mor(C(L) t —— O0b(C(L))

la funcion fuente y funcién objetivo son como sigue:
S(idNAT) = t(idNAT) = NAT
S(idCHAR) = t(idCHAR) =CHAR
s(idpoorean) = t(idpoorean) = BOOLEAN
S(idl) = t(idBOOLEAN) = BOOLEAN
s(idy) = t(idy) =1
s(0) =1y t(0) = NAT
s(c)=1yt(c) =CHAR
s(false) =1y t(false) = BOOLEAN
s(true) =1y t(true) = BOOLEAN
s(n) = BOOLEAN y t(n) = BOOLEAN
s(succ) = NAT y t(succ) = NAT
s(ord) = CHAR y t(ord) = NAT
s(chr) = NAT y t(chr) = CHAR
s(x) = NAT y t(z) =1
s(y) = CHARy t(y) = 1
s(z) = BOOLEAN y t(z) =1

Mor(L) = (idy,idn ar,idcH AR, " dBOOLEAN, O, ¢, false, true, n, succ, ord, chr,x,y, z)

Es decir los morfismos de la categoria C'(L) son las identidades de los tipos cor-
respondientes y las funciones sobre valores NAT, CHAR o BOOL.

La constante 0 en NAT y la funcién succ son definidas por:

0: 1 - NAT succ: NAT — NAT
=0 z—>z+1

y todos los nimeros naturales pueden ser generados con la composicién de 0 y
succ.

succ

1 0—— NAT
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El ASCIT (“American Standard Code for Information Interexchange”/ Cédigo
Americano Estdandar para el intercambio de informacién), es un estdndar que asigna
letras, nimeros, y otros caracteres en los 256 compartimientos disponibles en el
c6digo de 8-bits. chr y ord son funciones que convierten los caracteres a su valor
ASCII y viceversa.

chr : NAT - CHAR
toma un valor ASCII y retorna el caracter equivalente, y
ord: CHAR — NAT
realiza la operacién reversa convirtiendo un caracter en su valor numérico
c:1—-CHR
es una constante y todos los elementos del objeto CHR puede ser generado por la

composicion:

succ

c ord chr
1 — CHR— NAT — CHR

Deberian haber dos constantes true y false:

true: 1 - BOOLEAN false: 1 - BOOLEAN
x — true x — false

y una funcién n definida por:

n: BOOLEAN — BOOLEAN
true — false
false — true

De ahora en adelante, todos los elementos del objeto BOOLEAN puede ser generado
con la composicién:

n

(N

true
1 —+ BOOLEAN

Entonces C(L) es una categoria con las siguientes ecuaciones siendo satisfechas:[1]

notrue = false
no false = true

non = idpooLEAN
chroord =idcygar

El diagrama de la categoria C(L) se ve as:
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succ

chr

Nat ————— Char

ord

Y
Tue(t)
1 ”—/————1t Bool

false(f) U

3.7. Ejemplos y aplicaciones. Ya con nuestra base tedrica construida, daremos
algunos ejemplos de aplicacién de Teorfa de Categorias a C++[9] y finalmente a la
programacién funcional en Haskell [4].

3.8. Functores en C+-+. Los functores, dada la base funcional de Haskell, son
expresados de manera facil, pero pueden ser definidos en cualquier lenguaje que
soporte programacion genérica y funciones de alto orden. Consideremos el andlogo
en C++ de “Maybe”, el tipo plantilla “optional”. Aqui un bosquejo de la imple-
mentacién (la implementacién completa es mas compleja dada las multiples formas
en que un argumento puede ser pasado, seméanticas de copiado, y los problemas de
manejos de recursos carecteristicos de C++ [9]).

template<class T>

class optional {

bool _isValid; // the tag

T _v;

public:

optional() : _isValid(false) {} // Nothing
optional(T x) : _isValid(true) , _v(x) {} // Just
bool isValid() const { return _isValid; }

T val() const { return _v; } };

Esta plantilla provee una parte de la definiciéon de functor: el mapeo de tipos. Se
mapea cualquier tipo T a un nuevo tipo opcional < T' >. Se define esta accién en
funciones:

template<class A, class B>

std: :function<optional<B>(optional<A>)>
fmap(std::function<B(A)> £) {

return [f] (optional<A> opt) {

if (lopt.isValid())

return optional<B>{};

else

return optional<B>{ f(opt.val()) };

3

3
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Como veremos a continuacion, por la naturaleza funcional de Haskell, la imple-
mentacion de funciones como estas es mucho mas facil.

3.9. Teoria de Categorias en Haskell. Como lo mencionamos anteriormente,
dada la naturaleza funcional en Haskell la implementacion de conceptos de Teoria
de Categorias es mas directa. Comenzaremos definiendo cémo funciona la teoria de
categorias en Haskell, posteriormente definiremos los functores y finalmente con-
cluiremos con las ménadas y la aplicacién de estas.

En Haskell el sistema subyacente es Hask. En Hask los objetos son los tipos de
Haskell y los morfismos son las funciones de Haskell de tipo A — B. En Haskell se
ve facilmente que se cumple, por lo anteriormente mencionado sobre la estructura
de categoria de los lenguajes de programacién funcional y ademads tenemos que:

e La existencia del morfismo identidad
id:: A -> A

e La composicién de de morfismos
f.g=\x—>f (gx

Para detalles y una exploracién completa de Hask como categoria ver [5].

3.10. Functores en Haskell. Cuando hablamos de functores en Haskell, lo que
se quiere decir realmente es un subconjunto de posibles functores, los functores
de una categoria en si misma, los endofunctores. En Hask, los endofunctores son
representados como una clase de tipo con una sola funcién, fmap, que toma una
funciéon a — b y la lleva a una funcién fa — fb, que realiza la misma computacién
con objetos envueltos. Frecuentemente usamos el operador fijo $ como un sinénimo
de fmap, definido como

f$x="Fmap f x

3.11. List es un functor. Como ya vimos, podemos entender las funciones de
Haskell como endofunctores en la categoria Hask, entonces haremos una exploracién
de List.

List es una construccion en Haskell similar a las listas en Python o los arreglos
en C++, siendo estos arreglos de elementos del mismo tipo (Int,Bool,Char), su
construccién completa y detalles se puede ver en [7].

Cuando examinamos estos en Haskell podemos ver que cumplen las condiciones
para ser considerados functores: [4]

fmap id (x:xs)
=(id x) :fmap xs
=x : fmap xs
Lo cual inductivamente nos da:
fmap id (x:xs) = (x:xs)
cumpliéndose asi la existencia de la identidad. Luego podemos ver que:
(fmap g) . (fmap h) (x :xs)
= fmap g (fmap h (x:xs))
fmap g ((hx) : fmap h xs)
(g . hx): fmap g (fmap h xs)
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lo cual inductivamente nos da que estd definida la composicién, y por lo tanto
“List” es un functor. Todas las instancias de functores en esta clase, cumplen estas
leyes [7].

3.12. Ménadas en Haskell. La instancia de ménada en Haskell se define de la
siguiente manera [7]:

Class Applicative m => Monad m where
(>>=) ::ma->(a->mb) >mb
>) ::ma->mb ->mb

m> k=m>=\_ >k
return i a->ma
return = pure

El primer uso de la ménada es para emular acciones secuenciales, de manera similar
a como los punto y coma operan en los lenguajes similares a C. Esta concatenacién
de operaciones, envueltas en un contenedor de functores separado, nos da las her-
ramientas para lidiar con algunos problemas de la programacién funcional[4].

Trabajamos antes con la plantilla de “optional” en C++, ahora mostraremos su
analogo ya mencionado en Haskell: “Maybe”. Esta ménada se usa para el manejo
de errores y otros tipos de funciones que no siempre tienen un valor que retornar

[7].

instance Monad Maybe where
return = pure
(Just x) >>=f = f x
Nothing >>= f = Nothing

Algunos ejemplos de su utilidad son:

--Prevee errores en el tiempo de compilado cuando se divide por cero
(/.) :: Integral a => a -> a -> Maybe a
x / . y=1if y == 0 then Nothing else Just $ x ‘div‘ y

--Ejemplos
a=(3+2) /. 1
-—a = Just 5

b=(3+2) /. 0
-- b = Nothing

-- Obtener el elemento en la posicién n-ésima de una lista.
-- Si no estd, retorna "Nothing"

at :: [a]-> Int -> Maybe a
at(x : xs) 0 = Just x

at [] _= Nothing

at (_ : xs) n = at xs(n-1)
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El sistema de entrada/salida de datos, estd construido de manera puramente
funcional, sobre la ménada I/O (“Input/Output”) que nos permite obtener infor-
macién del usuario, leer archivo entre otras funciones.

Por ejemplo, tenemos el siguiente programa [16] que:

(1) Le pregunta al usuario que inserte una cadena

(2) Lee la cadena

(3) Usa “map” para aplicar una funcién “shout” que pasa a mayusculas todas
las letras de la cadena

(4) Escribe el resultado de la cadena

module Main where

import Data.Char (toUpper)
import Control.Monad

main = putStrLn "Escriba su cadena: " >> fmap shout getlLine >>= putStrln

shout = map toUpper

Usando el compilador de GHCi podemos cargar nuestro programa para ver las
definiciones de tipo, qué partes son funciones, qué partes acciones de tipo I/O u
otros valores.

main :: I0 O
putStrLn :: String -> I0 ()

"Escriba su cadena " :: [Char]
(>>) :: Mbnadam=>ma->mb->mb
fmap :: Functor m => (a2 -> b) ->ma ->mb

shout :: [Char] -> [Char]
getLine :: IO String
(>>=) :: Monad m=>ma->(a->mb ) ->mb

Analizando el cédigo tenemos que: main es I0 (). No es una funcién. Las
funciones son de tipo a -> b. Todo nuestro programa es una accién de tipo IO.
putStrln es una funcién, pero resulta en una accién 10. El texto “Escriba su ca-
dena: ”es un String (que es un sinénimo de [Char]). Es usado como un argumento
para putStrLn y es incorporado en la accién IO resultante. Asi, putStrLn es una
funcién, pero putStrLn x se evaliia como una accién 10. La parte () del tipo 10
(lamada tipo unitario) indica que no hay nada disponible para ser pasado a fun-
ciones o acciones posteriores.

Esa ultima parte es clave. A veces decimos informalmente que una accién de 10
“devuelve” algo; sin embargo, tomar eso demasiado literalmente lleva a confusion.
Esta claro lo que queremos decir cuando hablamos de funciones que devuelven re-
sultados, pero las acciones de 10 no son funciones. Pasemos a getLine, una accién
de IO que si proporciona un valor. getLine no es una funcién que devuelve un
String porque getLine no es una funcién. Mas bien, getLine es una accién de
IO que, cuando se evaliia, materializa un String, que luego puede ser pasado a
funciones posteriores mediante, por ejemplo, fmap y (>>=).
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Cuando usamos getLine para obtener un String, el valor es monadico porque
estd envuelto en un functor IO (que resulta ser una ménada). No podemos pasar
el valor directamente a una funcién que toma valores simples (no monddicos, o no
functoriales). fmap hace el trabajo de tomar una funcién no monddica mientras
pasa y devuelve valores monadicos.

(>>=) hace el trabajo de pasar un valor mondadico a una funcién que toma
un valor no monddico y devuelve un valor monddico. Puede parecer ineficiente
que fmap tome el resultado no monédico de su funcién dada y devuelva un valor
monadico solo para que (>>=) luego pase el valor subyacente no monadico a la
siguiente funciéon. Sin embargo, es precisamente este tipo de encadenamiento lo
que crea la secuenciacién confiable que hace que las ménadas sean tan efectivas
para integrar funciones puras con acciones de I10.

4. Conclusiones

En nuestro trabajo demostramos la relevancia de la Teoria de Categorias no so-
lamente como tema académico en matematicas pero también como una aplicacion
a las ciencias computacionales como a la programacién en general. Vimos su apli-
cacion a la teoria de lenguages funcionales en general, asi como su aplicacién a
lenguajes no funcionales como C++. De igual forma vimos un ejemplo practico
como ser la aplicacién de ménadas para el manejo de errores en Haskell.

Sin duda las posibilidades que abren tanto la Teoria de Categorias como la
Programacién Funcional, no son sélo provechosas para la comunidad matematica o
de cientificos computacionales, sino para la comunidad cientifica en general.

Para trabajos a futuro nos proponemos adentrarnos mas tanto en la Teoria de
Categorias, asi como sus dreas aledanas como lo son la Teoria de Homotopia de
Tipos, la Teoria de Lenguajes Formales, la Teoria de Topos y como estas junto
a la Programacién Funcional, las Ciencias Computacionales y la Légica nos dan
nuevas areas de estudio multidisciplinario como ser la Teoria de la Demostracién y
la Légica Categorial.
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REGRESION ROBUSTA

DAVID CRUZ

RESUMEN. Una buena base de datos permite estimar estadisticos de interés
para una poblacién de manera muy sencilla al utilizar métodos clasicos de
estadistica; por desgracia, no todas las bases de datos son buenas debido a un
dato mal escrito, una anomalia en la poblacién u otro factor que finalmente nos
alejardn de una buena estimacion. Para resolver estos problemas utilizamos la
estadistica robusta, capaz de realizar estimaciones precisas donde los datos que
no estan acorde a los deméas no generan cambios bruscos en las estimaciones.

ABSTRACT. A good database allows estimating statistics of interest for a po-
pulation in a very simple way by using classical methods of statistics. Unfor-
tunately, not all databases are good due to a misspelled data, an anomaly in
the population or another factor that finally would move away from a good
estimate. To solve these problems we use the robust statistics, capable of ma-
king precise estimates where the data that they are not in accordance with the
others do not generate sudden changes in the estimates.

1. INTRODUCCION

Relacionar caracteristicas sobre la vida es algo comun para el ser humano: es-
tudiar mas para ganar mds dinero; una empresa que invierte més en publicidad
verd mejorias en sus ingresos; hacer calentamientos fisicos reduce el riesgo de le-
sionarse... pero toda relacién que se quiera realizar entre distintos factores deben
ser estudiadas, pues no es posible simplemente decir “si estudio mdas ganaré mas
dinero”, pues hay que comprobar que este hecho sea cierto o no.

Para ello recurrimos a la regresién lineal [1], un método en el cual se selecciona
una variable de respuesta (dependiente) de la cual se quiere conocer su comporta-
miento, por ejemplo el dinero que gana una persona; y se selecciona una variable de
prediccién (independiente), por ejemplo el nivel de educacién de la persona. Pero
hay que ir un poco mas alld, pues quizé la variable de respuesta no depende de un
solo factor, de manera que se debe anadir variables de predicciéon en el modelo que
se desea estudiar. Asi es como aparece la regresién lineal multiple, una extensién
de lo anterior que utiliza un vector de variables para predecir a la variable de res-
puesta, por ejemplo si se desea estudiar el ingreso de una empresa (dependiente) se
puede tomar como vector de prediccién los factores gastos en publicidad, calidad
de producto, precio del producto, etc.

Claro que para poder trabajar con estos modelos se debe partir de una serie de
datos para realizar un analisis. Pero hay que recordar que los datos son producto
de observaciones y/o debidas a acciones humanas por lo que estdn sujetas a errores

Date: 13 de agosto de 2024.

Key words and phrases. Dato atipico, estimacién, inferencia, funcién distribucién.
1
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o desperfectos que afectardn las predicciones o andlisis que se hagan. Para evitar
que estos datos atipicos (que estén fuera de lo usual) tengan gran peso en el estudio
que se realiza, se recurre a la estadistica robusta [2]. Con la estadistica robusta se
puede saber cudndo un dato esta fuera de lo usual y qué hacer con estos para que
se obtengan respuestas lo mas acertadas posibles.

Cabe destacar que la regresion lineal es de suma importancia cuando se trata
de realizar comparaciones entre datos, como influyen algunos de ellos en aquel que
sea de interés, por ejemplo la calidad de sueno relacionada al insomnio durante la
pandemia de Covid-19 [7].

La idea del trabajo es realizar comparaciones entre métodos clasicos y métodos
robustos en datos con y sin datos atipicos (ya sean datos recolectados o simulaciones
de datos) para mostrar las diferencias de estos métodos con distintos datos, tratando
de indentificar cual es el de mejor acertacion.

2. ANTECEDENTES

En 1805, Legendre muestra por primera vez el método de minimos cuadados.
Anos més tarde, Gauss profundiza en este método que resultaria en el estudio de
variables que pueden ser comparadas [3].

Uno de los estudios de regresién lineal con mayor peso en el &mbito de la medi-
cina, se culminé con la relacién mortalidad y tabaquismo [4].

Los métodos robustos se remontan a finales del siglo XIX con Simon Newcomb,
pero su mayor peso cae con los trabajos de Tukey, Huber y Hampel en las décadas
60's y 70's.

Luego, George Box se dedica a recopilar estudios con estadistica robusta y se
dedica a esparcir técnicas y estrategias para implementar en los métodos clésicos
que tuviesen problemas con datos atipicos [5].

Uno de los principales estudios utilizando estadistica robusta descubrié que los
agujeros de la capa de ozono se estaban formando anos antes de ser descubiertos.
Estos agujeros no habian sido detectados pues fueron considerados datos atipicos
y correspondia eliminarlos del andlisis. Al implementar métodos robustos (sin eli-
minar estos datos), se pudo concluir con mayor precisiéon cudndo comenzaron a
formarse estos agujeros [9].

En 1999, Pena y Yohai describen un algoritmo determinista para obtener un
punto de inicio a la regresiéon robusta, importante en algunas aplicaciones como
riesgo financiero [2].

Finalmente, se debe comprender la diferencia entre los métodos que se aplican
para realizar un buen estudio sobre regresion lineal. Es por ello que la comparacion
es inevitable para saber cuando un método es mas efectivo que otro, que de hecho
hay motivos para creer que mediante robustez se obtienen mejores resultados [6].

3. REGRESION

3.1. Fundamentos Tedricos.

3.1.1.  Estadistica robusta. Utilizando [2] como linea base, se dard una explicacién
sobre estadistica robusta.

Analizar una serie de datos requiere del uso de estadisticos que puedan representar
los datos de la mejor forma posible. La estadistica tradicional utiliza la media y la
varianza (o su desviacién estdndar) como la representaciéon més acertada para los
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datos y, efectivamente, es el estadistico 6ptimo cuando se trata con una base de
datos ideal.

Veamos qué sucede cuando en la base de datos se encuentra un dato que esta fuera
de lo normal (atipico) con el siguiente ejemplo: Los siguientes datos corresponden
al contenido de cobre en harina integral (partes por millén) [8]

29 31 34 34 370 3.7
28 25 24 24 27 22
5.28 3.37 3.03 3.03 28.95 3.77
34 22 35 36 37 3.7

Entre estos datos se observa que la medicién 28.95 esta bastante alejada de las otras
medidas, lo que da indicios de ser un valor atipico. Para ver su influencia en los
estadisticos se calculan la media y desviacion estandar con esta medicién y sin ella

Media Desviacion estadndar
Con el dato atipico  4.28 5.30
Sin el dato atipico  3.21 0.69

Claramente se puede observar que el dato influye de forma drastica en la desvia-
cién estandar y cambia en méas de una unidad la media del conjunto de datos, por
lo que se debe trabajar con este dato para que deje de tener tanta influencia en los
estadisticos.

La solucién mas facil de evitar la influencia de este tipo de datos es simplemente
eliminarlos, pero jcudndo un dato es suficientemente atipico para ser eliminado? o
jes este dato realmente significativo para el resto del conjunto?

Para evitar estas decisiones es mejor tratar con otro estadistico que se vea menos

influenciado por datos atipicos, por ejemplo la mediana:
En el conjunto de datos completo la mediana es 3.38, mientras que sin el dato
atipico la mediana es 3.37. Como el cambio entre una medida y otra no es tan
grande, es conveniente utilizar este estadistico en lugar de la media para describir
los datos.

Ahora, jqué sucede con la desviacién estandar, que es el estadistico que mas
afectado se vio? Para evitar esta influencia se toma un estadistico de dispersion
relacionado con la mediana (en lugar de la media) llamado MADN que se define
como

MADN(x) = Med{|)(().67ll/[5ed(x)|}7 Med indica mediana
De manera que el estadistico de dispercién que se obtiene es MADN(x) = 0.53 para
el conjunto de datos y MADN(x) = 0.50 quitando el dato atipico.

Con este ejemplo, se observa como un dato atipico cambia la forma en que se
debe realizar el anélisis de estos datos. ;Serd necesario cambiar la forma de analizar
los datos cada vez se tenga un dato (o més) atipico(s)?

Media y desviacién estandar. Supéngase que se tienen n datos x1,x2, ... ,Z, cuya
media toma el valor de Z,, y desviacién estandar s, < oo.

Ahora, anddase un dato z,+1 € (—00,00), de manera que la nueva media serd
Tpt1 € (—00,00). Asi que la nueva media puede tomar valores muy grandes o muy
pequenos dependiendo del valor x,, 1. Ademas, la desviacién estandar serd afectada
por este nuevo dato, de manera que la nueva desviacién s,; sea un valor un poco
menor a s, o un valor mucho mayor a este.

De manera que no importa el conjunto de datos que se tome, un valor atipico
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repercutird en los valores de la media y desviacién estdandar, haciendo de estos
estadisticos poco recomendados para andlisis donde hay sospecha de atipicidad.
Mediana y MADN. Supdngase que se cuenta con n datos ordenados x(1y, Z(2), - - - » T(n)
de manera que la mediana sera

T([ny2]) S1 M esimpar.

T(n/2) T T(n/2+1)
2

donde [z] denota la funcién techo (menor entero mayor a ). Como la MADN es
una mediana, también es determinada segun el orden de las diferencias entre cada
dato con la mediana de ellos.
Ahora, anddase un dato z,41 € (—00,00) al conjunto de datos. Si el nuevo dato
se encuentra entre x(1) y ¥(,) entonces no es un dato atipico por lo que no es de
mayor interés, asi que véanse los otros dos casos

si n es par.

1. Tn+1 < .’17(1)
En este caso la mediana tomard el valor de
T(\n/2)) + Z([n/2])

2

si n es impar.
T(ns2) Sl es par.
donde |z] denota la funcién suelo (mayor entero menor que x).
2. T(n) < Tp41-
En este caso la mediana tomara el valor de

Z(|n+1/2)) T T([nt1/2])
2

si n es impar.
T(n/241) Sin es par.

Por lo que la mediana no se vera muy afectada por los datos atipicos a menos que
los datos estén muy dispersos en la parte central de estos. El andlisis de MADN
llevara a una conclusién parecida al tratarse de la mediana de un conjunto de datos
al cual se le anade un elemento.

Dado que los estadisticos de media son mas susceptibles que los estadisticos de
mediana ante la aparicion de datos atipicos, ;jpor qué no usar estos estadisticos
siempre para evitar una influencia innecesaria? Bueno, la respuesta es sencilla: la
mayoria de datos no contienen datos atipicos y cuando esto sucede los mejores
estimadores de son la media muestral y la desviacién estandar.

3.1.2.  Regresion lineal. De acuerdo a [1], se describe qué es una regresién lineal.
Supdngase que se cuenta con un conjunto de datos con varias variables y se escoge
una de ellas como variable de respuesta y las demds se consideran como varia-
bles predictoras. Con esto, se describe el modelo de regresion lineal de la siguiente
manera

Yi = Bo + Brwi1 + Pawiz + -+ Brwik +&i, i=1,2,...,n.
donde y; representa la i — ésima observacion de la variable de respuesta; x;;, la
1 — ésima observacién de la j — ésima variable predictora; [3;, estadistico de peso
para la ¢ — ésima variable predictora (5 es el intercepto o valor de base); y €; es

la variable aleatoria para el error en la prediccion.
Para que el modelo esté completo se debe asumir lo siguiente:

1. E(g;) =0 paratodoi=1,2,...,n.
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2. var (g;) = 0% para todo i =1,2,... ,n.
3. cov (g;,¢5) = 0 para todo i # j.

El modelo, escrito de forma matricial sera el siguiente

N S R 7 Bo €1
Y2 1 291 ... @ B1 €2
= |+
Yn 1 Tnl e Tnk ﬁk En

que se abreviard como
y=XB+e.
La idea para realizar una regresién lineal gira en torno a estimar el vector [
mediante minimos cuadrados, encontrando el siguiente resultado

Teorema 3.1. Seay = X8+ ¢, con X matriz de n x (k+1) con rango k+1 < n.
Si E(y) = X3, entonces el estimador

- (x'X)' XYy
es insesgado para (.

Luego, para estimar la varianza o2 del modelo se utiliza el estimador

n

32:717]1{:712(%—;(;3)

i=1

2
)

o con mas simplicidad

2 1 3) 3\ _ Yy - Xy

Sy — (y—Xﬁ) (y_Xﬁ) T k-1
3.1.3.  Regresion robusta. Para realizar la regresion lineal se utiliza el método de
minimos cuadrados, haciendo uso de la media de datos. Como ya se vio anterior-
mente, no es conveniente tomar como base estadisticos relacionados con la media
por lo que se debe realizar un ajuste para los estimadores del modelo lineal. A
continuacion se detallan algunos métodos de ajuste.
Eliminacién de datos atipicos. Para este método, se calculan los estimadores 8 con
la regresiéon lineal mediante minimos cuadrados.

Una vez obtenidos los estimadores, se procede a obtener las distancias de Cook
para cada uno de los datos. Estas distancias miden la influencia que tiene cada dato
en el modelo que se plantea con los estimadores f3.

Estas distancias de Cook las obtenemos mediante [10]

i1 (Yy - f’m‘))2
pECM

D; =

donde

= YJ es la prediccién del modelo para la j — ésima observacion.

Aj(i) es la prediccién del modelo estimado omitiendo la i —ésima observacion
para la j — ésima observacion.

= p es el niimero de pardmetros que se ajustan en el modelo.

= FECM es el error cuadratico medio del modelo de regresién.
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Ahora que ya se tienen las distancias de Cook, se consideran influyentes (en este

caso atipicos) los datos cuya distancia de Cook sea mayor que
4
n—k—1

donde n es el nimero de observaciones y k la cantidad de variables predictoras.

Una vez detectados los valores atipicos, se eliminan de la muestra y se vuelve a
realizar la estimacion del modelo de regresién lineal.
Modelo L;. El problema de modelaje de la curva de minima desviacién absoluta es
un problema de optimizacién para un conjunto de datos como sigue [11].

Definicién 3.2. Sea A una matriz de observaciones de tamafio n X k, y el vector
de respuesta y ¢; el error de la i — ésima observacién. El problema desea encontrar
un vector ¢ € R¥ que minimice el valor de

n k n
ly = Aclly, > |lgi—Y aije| 6 Y el
i=1 j=1 i=1

Estas tres expresiones son equivalentes, simplemente se escoge una con la cual
trabajar de forma méds sencilla.

El método méas comin para resolver este problema es el algoritmo de Barrodale
y Roberts (BR) [12], que traduce el problema anterior al siguiente problema de
programacion lineal
min,, e'u+ev
sujetoa  Act — Ac—+u—v =y,
ct e, u,v >0

donde e es un vector de 1s; u y v son la parte positiva y negativa, respectivamente,
del vector €; y ¢ ¢~ son la parte positiva y negativa, respectivamente, del vector
c.

Una vez resuelto el problema de optimizacién, ya se cuenta con los estimadores
deseados para el modelo de regresion.

Este método parte del uso o manipulacion del valor de la mediana de los datos
con los que se trabaja, de manera que no sera necesario identificar los datos atipicos
para quedar satisfecho con la estimacion que realice.

Como se menciond en la seccién de estadistica robusta, cuando hay datos atipicos
es recomendable utilizar la mediana por sobre la media y es justo lo que hace el
modelo con estimadores L1, a partir de la mediana calcula iterativamente los valores
buscados.

3.2. Comparacion de métodos. Para comparar métodos, se utilizara el con-
junto de datos de prestigio ocupacional de Duncan [13], que se describe a continua-
cién
= Variable type: se refiere al tipo de ocupacién (No serd de interés).
= Variable income: Porcentaje de titulares con ingreso mayor a 3500 délares
en el ano 1950 en Estados Unidos.
= Variable education: Porcentaje de titulares graduados de educacién media al
ano 1950 en Estados Unidos.
= Variable prestige: porcentaje de respuesta a una encuesta que valora una
ocupacion con buen prestigio o incluso mas.
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= Se cuenta con 45 observaciones ocupacionales, es decir, 45 ocupaciones dife-
rentes.

Para analizar distintos resultados se realizan las regresiones de estos datos que
corresponden a income como la variable de respuesta y
1. prestige como variable predictiva.
2. education como variable predictiva.
3. prestige y education como variables predictivas.

3.2.1.  Income, Prestige.
Eliminacién de datos. Primero hay que realizar la regresién lineal sin considerar
que haya valores atipicos, de manera que se obtienen los siguientes resultados

By =10.88

/1 =0.65
Ahora, hay que calcular las distancias de Cook para cada observacién, ademds del
valor limite para los valores atipicos. En el siguiente grafico se muestran los valores

de las distancias de Cook junto a la recta que delimita cudles pudiesen ser valores
atipicos.
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Como se ve en la grifica, la medida 6 es claramente el dato que se eliminard,
mientras que el 16 estd cerca del limite por lo que se prefiere mantener.

Se prodece a realizar nuevamente la regresion lineal, pero ahora sin la observacién
minister, obteniendo los valores

By =9.86
B =0.69
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Modelo L. Para este método se utiliza la herramienta en el software R llamada
11 fit que encuentra los estimadores utilizando el algoritmo de Barrodale y Roberts,
asi se encuentran los valores .

Bo =6.99

B =0.67
Comparacion. El siguiente grafico muestra los datos, ademas de los tres modelos
calculados siendo

= Azul: Modelo de regresén lineal completo.
= Rojo: Modelo de regresién lineal sin atipicos.
= Verde: Modelo L.

income

0 20 40 60 80 100

prestige

Aparentemente, el modelo L se ajusta mejor para valores bajos de prestige,
mientras que el modelo de regresion ajustado estd mejor para valores altos de
prestige.

3.2.2.  Income, Education.
Eliminacién de datos. Primero hay que realizar la regresién lineal sin considerar
que haya valores atipicos, de manera que se obtienen los siguientes resultados

By = 10.60

B =0.59
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Ahora, hay que calcular las distancias de Cook para cada observacién, ademas del
valor limite para los valores atipicos. En el siguiente grafico se muestran los valores
de las distancias de Cook junto a la recta que delimita cudles pudieran ser valores
atipicos.
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Como se ve en la grafica, las observaciones 6, 16 y 27 seran eliminadas.
Se prodece a realizar nuevamente la regresién lineal, pero ahora sin las observa-
ciones minister, conductor y RR.engineer obteniendo los valores

By =4.31
B =0.69
Modelo L;. Para este método se utiliza la herramienta en el software R llamada
1 fit que encuentra los estimadores utilizando el algoritmo de Barrodale y Roberts,
as{ se encuentran los valores R
Bo =1.75
B =0.75
Comparacion. El siguiente grafico muestra los datos, ademas de los tres modelos
calculados siendo
= Azul: Modelo de regresén lineal completo.
= Rojo: Modelo de regresién lineal sin atipicos.
= Verde: Modelo L.
Cabe resaltar que a medida se ajusta el modelo para evitar la interferencia de

datos atipicos, las rectas de regresién sun maéas bajas al inicio y con pendiente mas
elevada.
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income

20 40 60 80

education

3.2.3.  Income, Education y Prestige.
Eliminacién de datos. Primero hay que realizar la regresién lineal sin considerar
que haya valores atipicos, de manera que se obtienen los siguientes resultados

By =10.42
B =0.03
By =0.62

Ahora, hay que calcular las distancias de Cook para cada observacién, ademds del
valor limite para los valores atipicos. En el siguiente grafico se muestran los valores
de las distancias de Cook junto a la recta que delimita cudles pudieran ser valores
atipicos.

Como se ve en la grafica, las observaciones 6 y 27 seran eliminadas, mientras que
hay otras dos que estan cercanas al limite que seguiran siendo parte del modelo.

Se prodece a realizar nuevamente la regresion lineal, pero ahora sin las observa-
ciones minister y RR.engineer obteniendo los valores

By =17.72
B =0.15
By = 0.56

Modelo L. Para este método se utiliza la herramienta en el software R llamada
1 fit que encuentra los estimadores utilizando el algoritmo de Barrodale y Roberts,
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asi se encuentran los valores

By =3.93
B =0.19
By =055

Comparacion. Hay una clara diferencia entre el modelo de regresiéon completo y los
que sugieren robustez. Entre ellos no hay mucha diferencia, siendo que el modelo
L4 le asigna un poco mas de peso a la variable education.

4. CONCLUSIONES

Se aprecian diferencias en los modelos al momento de realizar una regresién
considerando los valores atipicos que al no tomarlos en cuenta. Realizar la validacion
de estos deberia ser imprescindible para ejecutar el mejor anélisis posible.

Se debe recordar que si al validar datos atipicos estos no se encuentran, lo mejor
es proceder de la forma tradicional.
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MODELADO DE POBLACIONES ESTRUCTURADAS POR EDAD
CON LA ECUACION DE VON FOERSTER-MCKENDRICK

MERARY ALEJANDRA GARCIA SANCHEZ

RESUMEN. En el contexto del modelo Von Foerster-McKendrick, la ecuacion
de transporte es una herramienta fundamental para modelar la dindmica de las
poblaciones. Esta ecuacién describe cémo la distribucién de edades en una po-
blacién cambia a lo largo del tiempo. La formulacién general de esta ecuacién
permite analizar el comportamiento de una poblacién en funcién de diver-
sas variables y condiciones iniciales. El modelo von Foerster-McKendrick es
general porque su solucién es independiente de las estructuras matemaéticas
especificas de las variables de entrada. Esto significa que el modelo se puede
aplicar a diferentes contextos y sistemas sociales, siempre que se ajusten las
tasas de mortalidad y natalidad adecuadas. En este trabajo vamos a investi-
gar y analizar soluciones débiles de la ecuaciéon de McKendrick-von Foerster,
considerando tasas de nacimiento y muerte que varian con la edad de los in-
dividuos. El objetivo serd explorar como estas variaciones afectan la dindmica
poblacional a lo largo del tiempo, proporcionando ideas fundamentales para
entender el impacto de las estructuras demogréficas en modelos biolégicos y
epidemiolégicos.

ABSTRACT. In the context of the Von Foerster-McKendrick model, the trans-
port equation is a fundamental tool for modeling population dynamics. This
equation describes how the age distribution in a population changes over time.
The general formulation of this equation allows for the analysis of population
behavior based on various variables and initial conditions. The Von Foerster-
McKendrick model is general because its solution is independent of the specific
mathematical structures of the input variables. This means that the model can
be applied to different contexts and social systems, as long as the appropriate
birth and death rates are adjusted. In this work, we will investigate and analy-
ze weak solutions of the McKendrick-von Foerster equation, considering birth
and death rates that vary with the age of individuals. The objective will be to
explore how these variations affect population dynamics over time, providing
fundamental insights to understand the impact of demographic structures in
biological and epidemiological models.

1. INTRODUCCION

El origen del modelo de transporte data del ano 1941, cuando F. L. Hitchcock pre-
sent6 un estudio titulado “La distribucién de un producto desde diversos origenes a
numerosas localidades”. Se cree que esta investigacién fue la primera contribucién
para la resolucién de los problemas de transporte. Hasta ahora, los fenémenos de
transporte no se habian considerado como una asignatura con identidad propia.
Este campo de estudio es muy bésico y se relaciona con varias disciplinas clasicas

Date: Junio 10, 2024.

Key words and phrases. Ecuacién de Transporte, Ecuaciéon de Fluidos, Ecuacién de
McKendrick-von Foerster.
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de la ciencia. Se considera que el estudio de los fenémenos de transporte es esencial
para la ingenieria, al igual que lo son la termodindmica, la mecanica y el electro-
magnetismo [3].

En este trabajo lo que haremos es introducir el modelo de von Foerster-McKendrick
para estudiar la variacién de las poblaciones humanas en la estructura de edades.
La ecuacién esta dada por:

gn(t7 a) + %n(t,a) = —pla)n(t,a) t>0,a>0.

Esta ecuacién surge en el modelado de poblaciones donde es determinante la distri-
bucién por edad. Para describir como se distribuyen los miembros de una poblacién
por edades, considerando n(t, a), nos indica el nimero de miembros con edad menor
o igual a a en el instante de tiempo ¢, donde a y ¢ toman valores positivos. Este
modelo incluye ecuaciones diferenciales parciales lineales de primer orden, condi-
ciones de contorno y condiciones iniciales. El modelo permite calcular la densidad
de poblacién (poblacién por unidad de edad) en funcién del tiempo y la edad. Este
modelo se puede utilizar para predecir las necesidades sociales a lo largo del tiempo
para todas las edades, como las necesidades educativas o los recursos necesarios
para ayudar a las personas mayores. En otros campos se han utilizado modelos
similares, como los modelos Kermack-Mackendrick y Lotka-Mackendrick. Aunque
la estructura de estos modelos es similar al modelo presentado en el articulo, sus
objetivos difieren significativamente. Nuestro modelo es un modelo poblacional de
von Foerster-McKendrick de poblacién humana, es decir, un modelo determinista
sin control en el que los nacimientos se calculan a través de la tasa de natalidad, no
a través de la tasa de fertilidad, y se consideran los flujos migratorios. Por un lado,
este modelo se caracteriza por tener en cuenta los flujos dindmicos que influyen en
la dindmica de la poblacién con la edad. Esto significa que la fertilidad, la mor-
talidad, la migracién entre grupos de edad y la migracién general de la poblacién
cambian con la edad. Por otro lado, este modelo calcula la migracién de la poblacién
en diferentes edades (como primera aproximacién), proporcional al tamafio de la
poblacién en el dltimo siglo e inversamente proporcional a la duracién del periodo
de edad. [16].

Las ecuaciones en derivadas parciales de transporte tienen muchas aplicaciones en
diversos campos de la ciencia y la ingenieria. Un ejemplo destacado se encuentra
en las finanzas cuantitativas, donde se destaca la importancia de la Féormula de
Black-Scholes. Esta herramienta es fundamental en la economia moderna, utilizada
para valorar diferentes activos financieros a lo largo del tiempo, como las acciones
de empresas publicas [8].

2. ANTECEDENTES

Las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales son una rama del Anélisis Ma-
tematico con multiples aplicaciones en diversas dreas cientificas, especialmente en
el estudio de procesos que dependen de varias variables. Sofia Kovalevskaia hizo
contribuciones fundamentales en este campo, y sus resultados son considerados los
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mas importantes y generales. Una caracteristica distintiva de las ecuaciones di-
ferenciales ordinarias es que se puede demostrar la existencia y unicidad de sus
soluciones. En el caso para las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales no
se conocia una técnica unificadora que garantizara de forma general la existencia
y unicidad de sus soluciones. No fue hasta finales del siglo XIX que Sofia Kova-
levskaia, en su tesis doctoral, presenté un resultado fundamental en este sentido.
Fue en el ano de 1874, que Kovalevskaia recibi6 el Doctorado de Filosofia en Ma-
tematicas de la Universidad de Gotinga por su trabajo titulado “Hacia una teoria
de las ecuaciones diferenciales parciales”. Con este logro, se convirtié en la primera
mujer en obtener un doctorado en matematicas. Kovalevskaia descubrié que algu-
nas ecuaciones diferenciales no tienen una soluciéon formal en series de potencias y
determiné las condiciones necesarias para que cierto tipo de ecuaciones diferencia-
les parciales sean integrables. Dicha investigaciéon se conocié como el Teorema de
Cauchy-Kowalevsky. Kovalevskaia fue una matemaética rusa que tuvo que enfrentar
varios obstaculos para poder estudiar en la universidad. Para ello, tuvo que salir de
Rusia, obtener permisos especiales para asistir a clases y solicitar tutorias privadas
con distinguidos matematicos [10].

Anderson Gray McKendrick, un destacado médico britdnico y matemaético, fue pre-
cursor en el campo de la epidemiologia matemaética. Nacido en Edimburgo en 1876,
McKendrick se gradué en medicina en la Universidad de Glasgow en 1900 y luego
se unié al Servicio Médico de la India (IMS), donde comenzé su interés por la sa-
lud publica y la epidemiologia durante una misién en Sierra Leona con Sir Ronald
Ross. En 1905, fue nombrado en el Departamento de Investigacién del Gobierno de
India y trabajo en el Instituto Pasteur en Kausali, Punjab, donde estudio la rabia y
comenz6 a desarrollar su interés en los procesos epidemiolégicos. En 1920, regresd
a Gran Bretana debido a problemas de salud y se establecié en Edimburgo.

McKendrick publicé un total de 58 articulos que abarcan temas médicos, estadisti-
cos y demograficos, destacdndose por su habilidad para aplicar métodos matemati-
cos a problemas epidemioldgicos. Su trabajo senté las bases para la epidemiologia
matematica moderna, influenciando a generaciones posteriores de investigadores
en este campo crucial de la salud publica. Se retiré en 1941 y fallecié en 1943 en
Carrbridge, Inverness-Shire, dejando un legado duradero en la investigacién epide-
miol6gica y matematica [12].

Una ventaja de las ecuaciones diferenciales parciales es su capacidad para adaptar-
se facilmente incluyendo detalles en el modelo, como la dependencia explicita del
tiempo en los coeficientes y efectos no lineales. Una manera de modelar la evolucién
temporal de una poblacion estructurada por edades es formular el proceso de evo-
lucién como una ecuacion en derivadas parciales donde el tiempo y la edad son las
variables independientes. La ecuacién conocida como la ecuacién de McKendrick-
von Foerster, ha recibido atencién por parte de matematicos. Las condiciones ini-
ciales y de contorno para la ecuacion de McKendrick-von Foerster, impuestas por el
modelo poblacional, difieren de las condiciones estdndar en la teoria de ecuaciones
diferenciales parciales para ecuaciones de evolucién [7].

Los modelos de Von Foerster-McKendrick originados en la evolucién, que es el con-
cepto central en biologia, resulta de una gran cantidad de procesos histéricos tinicos
que, en su mayoria, no han dejado muchos registros directos. Ademds, a menudo se
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carece de los registros necesarios para reconstruir algunas de las partes maés intere-
santes de estos procesos histéricos. Por otro lado, queda una dificultad importante:
los cambios evolutivos significativos, como ocurrieron en el pasado, aparentemente
tomaron una cantidad enorme de tiempo. Podemos asumir que los cambios evoluti-
vos importantes resultan de la acumulacién de cambios mas pequenos, como los que
estudian los bidlogos de poblaciones, que describen poblaciones con estructura de-
terminada por la edad, tamartio o nivel de maduracién de individuos[1]. En [5, 6, 9]
podemos encontrar informacién donde los modelos de Von Foerster-McKendrick
describen lo antes mencionado.

La ecuacién de McKendrick-von Foerster es una ecuacion diferencial parcial lineal de
primer orden utilizada en diversos campos de la biologia matemaética. Esta ecuacién
se aplica cuando la estructura por edades es una caracteristica importante en el
modelo matematico. Anderson Gray McKendrick la presenté por primera vez en
1926 como un limite determinista de modelos de redes aplicados a la epidemiologia,
y mas tarde, en 1959, fue desarrollada de manera independiente por el profesor de
biofisica Heinz von Foerster para describir los ciclos celulares [11]. En [2] podemos
conocer mas sobre la propuesta mencionada anteriormente de McKendrick en 1926.

3. MODELO ESTRUCTURADO POR EDAD

3.1. Generalidades. El modelo estructurado por edad, la ecuacién de McKendrick-
Von Foerster es:

O n(t,a) + p(a)n(t, a) =0,

(3.1) ~

&n(t,a) +

con la condicién de frontera

“+o0
n(t, 0) = / ba)n(t, a)da
0
y la condicién inicial
n(0,a) = f(a).

Consideramos una poblacién con n(a,t) individuos de edad a en el momento ¢. La
poblacién total en el tiempo t es:

“+o0
(3.2) N(t) = /O n(a, t)da

Suponiendo que la muerte ocurre con una tasa dependiente de la edad p(a), tene-

d t
mos: % = —u(a)n(a,t). Como el envejecimiento también depende del tiempo,

da
a = a(t), y asumiendo que la edad y el tiempo se miden en la misma escala, — = 1,

dt

la funcién n(a,t) satisface la ecuacién diferencial parcial lineal de primer orden:

(3.3) %n(t,a) + %n(t, a) = —p(a)n(t,a)

La ecuacion diferencial parcial nos indica que a medida que pasa el tiempo, las
personas van envejeciendo. En el lado derecho de la ecuacién, se muestra que la
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Unica forma en que la poblacién disminuye es a través de las muertes, y que la
probabilidad de morir aumenta con la edad.

Para describir los nacimientos, se utiliza una funciéon que distribuye la tasa de
natalidad segun diferentes clases de edad, denotada como b(a). Los recién nacidos
en el momento ¢ (aquellos con edad a = 0) se determinan mediante la siguiente
férmula:

+oo
(3.4) n(t,0) = /0 b(a)n(a, t)da.

La expresién 3.4 tiene la forma de una condicién de contorno o de frontera.

Este método general, es 1til incluso si los coeficientes en 3.1 varian o dependen

da ds
de n(t,a). En este caso que las curvas solucién de e ly il 1 son las

lineas diagonales en el diagrama de Lexis. De hecho, la ecuacién 3.1 se desarrolld

da
observando cémo la derivada de n(t,a) en la direccién de I 1 contribuye al

equilibrio de la poblacién.

3.2. Solucién de la ecuacién. En el contexto de las ecuaciones diferenciales
parciales, la estabilidad significa la convergencia en el tiempo a algunas soluciones
particulares (constantes). La existencia de soluciones de la ecuacién 3.3 con las
condiciones de contorno 3.4 ha sido demostrada por varios autores [14].

Para resolver una ecuacién como la 3.3, que es una ecuacién diferencial parcial
lineal de primer orden, se utiliza un método estandar que aprovecha la existencia
de curvas especiales en el plano a — t, llamadas caracteristicas. A lo largo de estas
caracteristicas, la ecuacién 3.3 se simplifica y se convierte en una ecuacién diferencial
ordinaria [7].

Ahora veamos que la solucién de 3.1 se encuentra utilizando el método de carac-
teristicas, en [7],[13] se proporciona un andlisis detallado que incluye el cdlculo de
la solucién paso a paso de la ecuaciéon de McKendrick-von Foerster , ofreciendo una
guia clara y comprensible del proceso. En esta seccion, iinicamente presentaremos
la solucién.

on(a,t
Al escribir 3.3 de la siguiente forma On(a,t) = —p(a)n(a,t) las soluciones de 3.2

son también soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias,

on
e = —p(a)n
E

(3.5)
ot
Estas dos ecuaciones tienen soluciones generales, que se pueden expresar como:
a — ag = t — tO
3.6
( ) {n(a7 t) = n(ao, to)ef ftto p(s4ag—to)ds

Aqui, ag es la variable continua de edad en el instante t = ¢y . La primera ecuacién en
3.6 corresponde a la ecuacién de las curvas caracteristicas de la ecuacion diferencial
parcial 3.3. Al introducir la primera ecuacién en la segunda, obtenemos la solucién
de la ecuacién McKendrick-von Foerster cuando t < a.
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(3.7) n(a,t) = ¢la— e o MOTUE = gq p)em o ulstatids

Aqui, ¢(a — t) = ¢(a — t,0) representa la distribucién inicial de densidad de la
poblacién en el tiempo ty = 0. Para ¢ < a, la solucién 3.7 es independiente de
la condiciéon de contorno 3.4. Para tener en cuenta la condiciéon de contorno 3.4,
damos la distribucién inicial de la poblacién en la forma de una funcién localmente
integrable ¢(a), definida para a > 0 [13].

3.3. Una clase de edad fértil. Ahora, supongamos que los nacimientos ocurren
a una edad fija dada a = «, y asumimos que la funcién de distribucion de la tasa de
natalidad por clase de edad es b(a,t) = b10(a — «), donde 0 es la funcién delta de
Dirac y by es una constante no negativa. Para este caso particular, la reproduccion
ocurre Unicamente en una clase de edad « y la condicién de contorno 3.4 se convierte
en

(3.8) n(0,t) = bin(a,t).

Teorema 3.1. Sea n(a,0) = ¢(a) € C1([0,00)) una condicién inicial para la ecua-
cion diferencial parcial de 3.3 con a > 0, yt > 0 y p(a) una funcién no negativa
y localmente integrable. Entonces en el interior de los conjuntos T,, con m > 0,
la solucidn de la ecuacion de 3.3 con datos iniciales ¢(a) y condicion de frontera
n(0,t) = bin(a,t) es:

1. Si(a,t) € Ty,

n(a,t) = ¢la — e Jo pisteods
donde ag = a — t.
2. Si(a,t) €Ty ym>1,

n(a,t) = B g(ma +a — t)e= s "I plstavdstm—1) [ u(s)ds [ p(s)ds

-1

donde ag = ma +a —t,m =
a+1

a>0yb >0.

, [x] representa la parte entera de x,

Corolario 1. Sea n(a,0) = ¢(a) € c'([0,00)), una condicién inicial para la dife-
rencia parcial de 3.3 cona < 0,t <0y u < 0. Entonces el interioir de los conjuntos
Th, conm <0, la solucion de 3.3 con datos iniciales ¢(a) y condicion de frontera
n(0,t) = bin(a,t) es:
1. Si, (a, t) e Ty,
n(a,t) = ¢(a — t)e

2. i, (a,t) €Ty, ym <1,

n(a,t) = b ¢(ma +a — t)e

—
~~

donde jri ,[z] representa la parte entera de x, o > 0 y by > 0.
@
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Definicién 3.2. Una funcidn localmente integrable n(a,t) € L}, .(R%) es una so-

licion débil en el sentido de las distribuciones de la ecuacion diferencial parcial
McKendrick, si

//Ri(gﬂ’(“’ t) + %w(a,t) — w(a)(a, t))n(a, t)dadt = 0
para cualquier ¢(a,t) € D(R3) [13].

Para ampliar la ecuacién de McKendrick en funcién de los datos iniciales a todo
el dominio de las variables independientes a y ¢, y teniendo en cuenta la condicién
de frontera 3.8, consideremos el caso cuando t = a. Tenemos que n(a,t) = n(0,t —
a)e” Jo (s ¢ para t = a,

n(a,t) = n(0,0)e" Jo #(=)ds

Para calcular el niimero de recién nacidos en el tiempo ¢ = 0, utilizamos la condicién
de contorno 3.8. Para que esta solucién dependa de los datos iniciales, es necesario
que tengamos lo siguiente,

(3.9) n(a,t) = by(0)p(a)e Jo #)ds g t—gq
donden (a,0) = ¢(a).
Es importante destacar que, para t < a, la solucién n(a,t) dada por la ecuacién en

3.7, 3.9, generalmente presenta discontinuidades cuando se cruza transversalmente
la linea t = a.

T,

14 a

FiGUurA 1. Curvas caracteristicas a — ag = t — tg para la ecuacion
de McKendrick [15].

El siguiente teorema estéd relacionado con la funcién de fertilidad y el comporta-
miento a largo plazo de una funcién de poblacién n(a,t). Este teorema establece
condiciones bajo las cuales n(a,t) es tiempo periédico o converge a un comporta-
miento particular cuando el tiempo ¢ tiende a infinito.

Teorema 3.3. Supongamos que ¢(a) es positiva y acotada en el intervalo (0,a] y
la funcion de fertilidad b es una constante positiva. Entonces tenemos las siguientes
condiciones:
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1. Si, Inb; = foa u(s)ds, entonces, para todo a conocido t > a,n(a,t) es tiempo
periddico con periodo T = «

2. i, Inb; = foa w(s)ds, entonces, para todo a conocido t > a,n(a,t) — oo con
t — 00

3. S, Inb = foa w(s)ds, entonces, para todo a conocido t > a,n(a,t) = 0 con
t — oo. El comportamiento a largo plazo de n(a,t) cuando t crece, para un
valor fijo de a, depende de los datos iniciales ¢(a) con a € (0, a].

Segun el Teorema anterior, la estabilidad de las soluciones no nulas y su persistencia
estdn condicionadas por la tasa de crecimiento r: si r = 1, las soluciones pueden
ser estables o periddicas; si r > 1, se observa crecimiento exponencial; y si r < 1,
la poblacién tiende a extinguirse, a menos que ¢(a) sea cero en el intervalo (0, a].

Teorema 3.4. Sea n(a,0) = ¢(a) ( € L},.(R}) ) una condicion inicial localmente

integrable para la ecuacion diferencial parcial de McKendrick (2.1), con a > 0,
t >0, y condicion de frontera (3.1). Supongamos que p(a) € Li, (Ry) N CORy)

loc
es una funcion no negativa y b1(t) € C*(Ry) es positiva. Entonces, las soluciones

débiles de la ecuacion de McKendrick 3.3 son:

1. Si ((I,t) € To,

n(a,t) = ¢(a —t) exp (—/ (s + ao)ds>
0
donde ag = a — t.
2. Si(a,t) € Ty, ym > 1,
n(a,t) =bi(t—a) b1t —a—(m—1)a)

t—a—(m—1)«
xop(ma+a—t)exp (— / (s + ao)ds>
0

X exp (—<m - 1) / " (s)ds — / au(s)ds)

donde ag = ma+a—t,a >0, m= Lt?TaJ + 1, y |z] representa la parte
entera de x.

El siguiente teorema nos indica que la densidad de edad de la poblacién y la po-
blacién total tienen una modulacién periédica a lo largo del tiempo [15].

Teorema 3.5. Si ¢(a) estd acotada en el intervalo (0, ] y la funcidn de fertilidad
b1 es una constante positiva, entonces, en las condiciones del teorema 3.4 para a
fgayt=>a,

n(a,t) _fa
TimX(av t)(b(a - O{E(CL, t))@ fﬂ uie)ds
(t—a)

a+1"

es una funcion periodica del tiempo del periodo o, y m =
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FIGURA 2. a) Evolucién en el tiempo de la solucién de la ecuacion
de McKendrick 3.3 para las edades a = 8 y @ = 35, en una pobla-
cién con una clase de edad reproductiva a = 25. b) Distribucién
de la densidad de individuos en funcién de la edad para t = 10 y
t = 100. En ambos casos, la condicién de estabilidad es by = e#®
[15].

Para obtener una idea mas clara del teorema 3.5 mostramos la siguiente tabla a
continuaciéon que proporciona una visiéon detallada de la evolucion de la poblacion y
la densidad poblacional en Honduras durante el periodo de 2016 a 2022. Los datos
incluyen cifras anuales de la poblacion total y la densidad de poblacién correspon-
diente para cada ano.

Ano | Poblaciéon | Densidad
2016 | 8,721,014 39

2017 | 8,866,351 | 39.8398158
2018 | 9,012,229 | 40.4952999
2019 | 9,158,345 | 41.1518535
2020 | 9,304,380 | 41.8080431
2021 | 9,450,711 | 42.4655628
2022 | 9,597,739 | 43.1262143

CuUADRO 1. Datos de Poblacién en Honduras por Instituto
Nacional de Estadistica INE- XVII Censo de poblaciéon y VI de
Vivencia [Elaboracién porpia).

3.4. Un modelo de Tiempo Continuo. En esta seccién, vamos a estudiar un
modelo continuo que nos ayudara a entender el modelo de von Foerster-McKendrick.
Este modelo se basa en una ecuacién diferencial que nos permite hacer predicciones
sobre como cambia la poblacién humana con el tiempo.

Las variables que utilizaremos en este modelo son las siguientes:
= Tiempo (t): Representa el paso del tiempo.

= Poblacién (v(t)): Es la cantidad de personas en un momento especifico ¢.
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= Flujo de nacimientos (n(t)): Mide el ntimero de nacimientos por unidad de
tiempo.

= Flujo de muertes (d(t)): Mide el niimero de muertes por unidad de tiempo.

= Flujo migratorio (f(t)): Es la diferencia entre el nimero de inmigrantes (f(¢))
y el ndmero de emigrantes (fe(t)).

En este modelo, la poblacién y los flujos de nacimientos y muertes siempre son
nimeros no negativos (R U {0}), mientras que el flujo migratorio (f(¢)) puede ser
cualquier nimero real (R).

La tasa de cambio de la poblacién con respecto al tiempo, es decir, como varia la
poblacién con el paso del tiempo, se describe con la siguiente ecuacién:

(3.10) dig —n(t) —d(t) + f(t), con v(te) =g

~—

En 3.10 tg es el instante inicial y vy es la pobalcién en ese instante. Esto significa
que el cambio en la poblacién a lo largo del tiempo depende de los nacimientos, las
muertes y el saldo neto de la migracién en ese periodo.

Sin embargo, si conocemos la tasa bruta de natalidad a(t) y la tasa bruta de mor-
talidad ¢(t), podemos calcular n(t) y d(t) de la siguiente manera:

() =at)-o(t) vy dt) = g(t) - v(t).

Es importante notar que tanto a(t) como g(t) son variables que dependen del tiem-
po. Ademsds, f(t) también es una variable de entrada dependiente del tiempo, cuya
forma se puede determinar utilizando el mismo procedimiento.

Asi, la ecuacién 3.10 se puede reescribir como:

= (a(t) = g(t)) - v(®) + F(1),  v(to) = vo

Este modelo proporciona una buena estimaciéon para predecir la poblacién. Una
solucién explicita de la ecuacién 3.10, vélida para t > tg, es:

ol = ( /t:m(y) =iy )-(10 + / e (- | j(a(z) ~ a2z 1) - dy)

3.5. Caso de aplicacién del modelo presentado.
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3.5.1. Poblacion. En este caso el sistema de poblacién humana para validar el
estudio del modelo de Von Foerster-McKendricks en este caso fue la ciudad de
Valencia, dicha ciudad cuenta con aproximadamente 795,000 habitantes en la costa
este de Espana (La siguiente informacién fue tomada de [16] ).

Comencemos con la estructura matematica de las variables de entrada de edad,
especialmente la densidad de poblacién inicial, u(z). El momento inicial elegido es
el ano ty = 1991. Tomando en cuenta que en x = 0, esta funcién debe ser igual al
numero de nacimientos en el momento inicial ¢ = tg. Dada la estructura matemaética
de las variables de entrada de edad, la representacién de los datos de la muestra
para el ano 1991 se sugiere una funcién que sigue esta estructura:

_ 2 _ 2 _ 2
a1-exp (—Ii>+a2~exp (—(x%f))—l—ag-exp (—(I?bz?’))—&—a&exp (—@2[)24)> .

Los valores de ¢z, c3 y ¢4 se han encontraron observando los picos de la funcién y
varidandolos, buscando la mejor funcién de ajuste. Ahora los datos utilizados para
ajustar las composiciones familiares por edad de inmigrantes y emigrantes, p;(z) y
pe(x), son el promedio de los datos correspondientes a los afios 1998, 1999 y 2000
(observar tabla 1 en la seccién de anexos de [16]). Aqui nuestras funciones p;(x) y
pe(x) se obtienen asumiendo que tienen la misma estructura matemética que u(zx),
dada por la ecuaciéon mencionada al inicio de esta seccion, observando los picos de
los diagramas correspondientes y siguiendo el mismo procedimiento utilizado para
u(z). Los valores encontrados para los pardmetros de la funcién se muestran en las
siguientes tablas:

CUADRO 2. Valores de pardmetros para u(x) [16].

Parametro | valor | Parametro | wvalor
ay 3290.78 as 3432.63
as 12331.5 a4 8332.92
by 2.76422 b3 63.2046
bo 130.282 by 294.71
Co 17.5 Cy4 57.5

CUADRO 3. Valores de pardmetros para pi(z) [16].

Parametro valor Parametro valor
aq 0.0153467 as 0.00958857
as 0.0316831 o 0.00425549
by 9.56829 b3 103.227
by 44.0264 by 32.4823
Co 27.5 C4 67.5

ahora podemos ver a continuacién las representaciones graficas de las funciones
ajustadas p;(x) y pe(z), junto con los datos reales obeservando los picos de ambos
diagramas.
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FiGurA 3. Valores promedio de los datos reales para la composi-
cién familiar edad-inmigrante en la ciudad de Valencia correspon-
dientes a los anos 1998, 1999 y 2000 [16].

La tasa de mortalidad por edad b(x) que se encuentra en la base de datos es la de
1991 y 1996, respectivamente (observar tabla 1 en la seccién de anexos de [16]). Vea-
mos la siguiente figura donde se muestra los valores promedio de b(z) en estadisticas
actuariales.

100
80
60
40

20

20 40 60 80

FicurA 4. Valores promedio de los datos reales para la tasa de
mortalidad por edad en la ciudad de Valencia correspondientes a
los anos 1991 y 1996 [16].

Se sugiere una funcién como:

_r (- e)? _(w—cs)?
(3.11) ar exp< b1) + as exp( 5, ) + a3 exp( T .

De manera similar, los valores de c¢s y c¢3 se han encontrado siguiendo el mismo
procedimiento que para u(z), p;(z) v pe().

Tomando en cuenta tres rangos diferentes para la variable de edad correspondientes
a las tres funciones dadas en 3.11 con el fin de optimizar el proceso de ajuste.
Los valores encontrados se muestran en la siguiente tabla, seguidamente con su
representacion grafica de la funcién ajustada b(z) junto con los datos reales.
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CUADRO 4. Valores de pardmetros para pi(z) [16].

Parametro | valor | Parametro valor
al 5.50524 b3 10.915
as 1.24254 Co 35.5
as 49.0905 c3 80
by 1.97292 ba 47.18585
100
80
60
40
20

N
20 40 60 80 100

F1aURA 5. Funcién de ajuste (linea) y datos reales (puntos) para
la edad-muerte [16].

Veamos ahora la estructura matematica de la fertilidad a(t) y la mortalidad g(¢).
Supongamos que ambos indicadores cambian con el tiempo bajo la influencia de
factores socioeconémicos. El supuesto utilizado para ambas funciones es que son
sumas de funciones logisticas. Los datos obtenidos en la base de datos para ambas
tasas impositivas cubren los anos 1985-2001 (revisar tabla 2 en la seccién de anexos
de [16]). Su representacién grafica asume una funcién logistica en ambos casos:

(3.12) 7 P .
1+ (2 —Dexp(—a(t - to)))
105 "
9.75
10 9.5
95 9.25

19875 1990 19925 1995 1997.5 2000

[~
1987.5 1990 1992.5\1995 7.5/ 2000 8.75
8.5 85

FI1GURA 6. Valores de los datos reales de la tasa bruta de mortali-
dad de la ciudad de Valencia correspondientes al periodo 1985-2001
[16].
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Si b/yg < 1, la funcién logistica disminuye con el tiempo, como lo demuestran los
datos de a(t) (gréfico de la derecha), pero ha aumentado ligeramente en los tltimos
anos. Y si b/yo > 1, entonces la funcién logistica aumenta con el tiempo, como lo
demuestran los datos correspondientes a g(t) (grafico de la izquierda). Los valores
encontrados para ambos tasas se muestran en la siguiente tabla:

CUADRO 5. Valores de los pardmetros para a(t) y g(t) [16].

a B to Yo
a(t) | 0.129499 | 0.008474 | 1986 | 10.5688
b(t) | 0.558679 | 0.009288 | 1985 | 8.36685

desde un punto de vista cualitativo o gréafico se puede deducir que las cifras presen-
tadas en esta seccién muestran que las curvas de densidad de poblacién proyectadas
para 1996 y 2001 tienen formas y tendencias similares a las curvas reales, es decir,
las curvas tienen una estructura similar.

4. CONCLUSIONES

Hemos hecho un breve acercamiento relacionado a datos histéricos, de quienes fue-
ron las principales investigadores de esta ecuacion y cual fue su aporte a la socie-
dad con esta misma (revisar la seccién 2 de antecedentes). Hemos hablado desde
las generalidades que existen en esta ecuacién, hasta una solucién de ella misma.
También, hemos visto que es posible encontrar una solucién para la ecuacién de
McKendrick en todo su dominio de las variables a y ¢t bajo las condiciones iniciales
y de frontera.

En conclusién el andlisis de soluciones débiles para la ecuacién de McKendrick-von
Foerster con tasas variables ofrece una perspectiva mas realista sobre la dinami-
ca poblacional en comparaciéon con modelos simplificados. Las variaciones en las
tasas de natalidad y mortalidad reflejan mejor las condiciones biolégicas y socia-
les reales, proporcionando informacion valiosa para la gestion de poblaciones en
biologia y epidemiologia. Sin embargo, es importante considerar que los resultados
pueden estar limitados por la precisién de las tasas utilizadas y los supuestos del
modelo. La utilizacién de soluciones débiles para la ecuacién de McKendrick-von
Foerster demuestra una mayor flexibilidad en el modelado de la dindmica pobla-
cional, especialmente cuando se consideran tasas de natalidad y mortalidad que
varian con la edad. Este enfoque permite adaptar el modelo a diferentes contextos
biolégicos y sociales, proporcionando una herramienta mas versatil para el andlisis
de poblaciones reales.

Para investigaciones futuras se puede tomar en consideracion el estudio del caso de
una edad limitada. Para poder hacer estos modelos de poblacion, es fundamental
considerar varios factores. Primero, debido a que las formas de vida no existen
indefinidamente, es importante limitar la edad maxima de los humanos. Ademés, las
tasas de natalidad y mortalidad podrian modelarse de forma no lineal para reflejar
los cambios complejos causados por factores como la mortalidad y la disponibilidad
de recursos.
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IMPLEMENTACION DE MARTINGALAS AL MERCADO
FINANCIERO

ALEJANDRO JOSE VASQUEZ

RESUMEN. En este articulo se presenta de forma detallada, los procesos es-
tocasticos, las martingalas y los precios de acciones. El objetivo es presentar
teoricAmente las martingalas y construir un modelo matemético para los pre-
cios de acciones, donde se establece una relacién entre la teoria de martingalas
y los precios de acciones en el mercado finaciero. Ademads, se detallan los con-
ceptos financieros, los de probabilidad y la teoria de martingalas. Finalmente
se construye un modelo para los precios de acciones en el mercado finaciero
aplicado a martingalas bajo ciertas condiciones a observar; como la ganacia o
pérdida a futuro.

ABSTRACT. This article presents in detail stochastic processes, martingales
and stock prices. The objective is to theoretically present martingales and
build a mathematical model for stock prices. Where a relationship is esta-
blished between the martingale theory and stock prices in the financial market.
In addition, financial concepts, probability concepts and martingale theory are
detailed. Finally, a model is built for share prices in the financial market ap-
plied to martingales under certain conditions to be observed; such as future
profit or loss.

1. INTRODUCCION

En estadistica y teoria de la probabilidad un proceso estocastico o proceso alea-

torio, es un concepto matematico relacionado con sucesiones de variables aleatorias
que cambian obedeciendo al azar en funcién de otra variable; por ejemplo el tiempo
[4]. Dentro de los procesos estocdsticos se encuentran las martingalas, se popularizé
en el siglo XVIII con fama de ser una estrategia ingenua y propia de mentes simples,
puesto que aunque en apariencia es infalible, est4, sin embargo, abocada a arruinar
al jugador. Recibe el nombre de los habitantes de la localidad francesa de Marti-
gues (martingales en francés), situada en las cercanias de Marsella, que por aquel
entonces tenfan fama de ser ingenuos y simplones. Tienen multiples aplicaciones en
finanzas, ciencias econémicas, ingenieria, entre otras.
Por su parte en un mercado financiero una accién es un titulo emitido por una
empresa o compania, que le da al poseedor el derecho de ser propietario de una
parte de la empresa; las ganancias se obtienen cuando el valor de las acciones au-
mentan y por el reparto de dividendos. Una accién corresponde a una operacién
financiera con riesgo pues su ganancia o valor futuro no se puede determinar con
antelacién; el valor futuro de una accién depende de muchos factores y variables
que no necesariamente permanecen constante a través del tiempo [3].

Fecha: 12 de Agosto del 2024.
Palabras y frases clave. Martingalas, Modelos de Black-Shole y Binomial, Proceso Estocatico.
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El objetivo de este articulo es la presentacién y descripcién tedrica de las mar-
tingalas y sus propiedades; de igual manera se construyen los principales modelos
matematicos que describen la evolucion en el precio de una acciéon y de una opcién
sobre acciones, tanto para el caso discreto como para el caso continuo. Por tlti-
mo se establece la relacién entre la teoria martingala y los modelos matemaéticos
que describen el precio de una accién, es decir se termina demostrando que dichos
modlos bajo ciertas condiciones observadas constituyen una martingala y de ahi la
relaciéon entre martingalas y los modelos matematicos que describen el precio de
una accién o acciones.

También se presenta los principales conceptos de finanzas: operaciones con ries-
gos; operaciones sin riesgos, mercado de opciones, contrato de futuros y contrato
forward; de igual modo lo concerniente a la teoria de la medida y probabilidad;
concepto de o-dlgebra, funciones medibles, funciones simples y convergencia en
funciones medibles, haciéndo especialmente énfasis en los tipos de convergencia pa-
ra luego extenderlo a la convergencia de una variable aleatoria.

En cuanto a lo relacionado con los conceptos de probabilidad se presentan los ele-
mentos de funcién de distribucién con algunos ejemplos y los teoremas de la ley de
los grandes ntimeros y del limite central [4]. Se hace especial énfasis en los conceptos
de valor esperado o esperanza de una variable aleatoria y sus propiedades, debido
a su importancia para construir los conceptos de martingalas.

Se hace una descripcién o desarrollo de la teoria de las martingalas, sus caracteristi-
cas y propiedades; teniendo en cuenta los conceptos de esperanza y valor esperado.
Los elementos desarrollados son utilizados para mostrar la relacién de la teoria de
los procesos estocésticos y las martingalas con los modelos de precios de acciones
[1, 3, 4].

Una relacion de forma precisa al modelo de martingalas con respecto al mercado
financiero, constituye la solucién final al problema de implementacién. Se desarro-
lla y se construyen los principales modelos de precios de acciones y de opciones
sobre acciones; con un modelo binomial, el cual es apto para modelar el precio de
una accion y de una opcioén sobre acciones en tiempo discreto, se muestra que este
modelo tiene como funcién de densidad la funcién binomial.

El modelo de Black-Sholes, con el cual se describe el precio de una accién y de
una opcion sobre acciones en tiempo continuo, sélo permite el trabajo con opciones
de tipo europeo, su desarrollo requiere el trabajo con ecuaciones diferenciales es-
tocasticas y el uso de las integrales. Se demuestra que los modelos que describen la
evolucién en el precio de una accién constituyen una martingala, supermartingala
o submartingala; en general se presentan las condiciones bajo las cuales la teoria de
las martingalas son propicias para describir especialmente el precio de una accién
en el mercado bursatil [2].

Esta es una linea de investigacion en la orientacién en estadistica donde involugran
la probabilidad, los procesos estocasticos y la economia vinculado con los temas
prioritarios de la Univercidad Nacional Auténoma de Honduras (U.N.A.H.), como
ser la globalizacion, productividad y competitividad.
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2. ANTECEDENTES

El concepto de martingala fue incorporado a la teoria de la probabilidad por
Paul Levy (matemético frances, 1886-1971), y parte de su desarrollo inicial fue rea-
lizado por Joseph Doob (matemdtico americano, 1910 al 2004), cuya motivacién
fue demostrar la inexistencia de estrategias de juegos infalibles. Una martingala es
un modelo matemético para una secuencia de apuestas justas que ha encontrado
muchas aplicaciones en la probabilidad teérica y aplicada [5].

Actualmente encontramos muchos problemas de caminatas aleatorias que son re-
sueltos a través de las martingalas, entre estos tenemos la dindamica de juego de la
ruleta americana, la prediccién en los resultados electorales, optimizacién del in-
terés de retorno en una inversiéon y multiples aplicaciones en la economia y por otra
parte, el calculo estocastico moderno involucra integracién estocédstica con respecto
a martingalas, las cuales incluyen el movimiento browniano y el proceso de Poisson
compensado.

Una de las areas donde hoy se aplica la teoria general de la integracion estocastica
es la economia y la aplicacion de la férmula de la opcién de Black-Scholes, una de
las ecuaciones mas famosas de las finanzas, se desarrolla en 1970 pero se publica en
1973 [5].

Fischer Black (1938-1995) y Myron S. Scholes (1941, Premio Nobel de Economia
1997), comenzaron a trabajar conjuntamente en el tema en 1969. Fischer Black
recuerda que envid el articulo al “Journal of Political Economyz rapidamente lo
recibié de vuelta con una carta de rechazo. Decia que era demasiado especializado
para ellos, y que seria mejor en el “Journal of Finance”. Entonces lo envié a ”The
Review of Economics and Statistics”, y también volvié con una carta de rechazo.
Decia que sélo podian publicar una cantidad muy pequena de los ensayos que re-
cibian, ninguno de estos Jounals quieso pasar el ensayo a un revisor por que creia
que era por su direcciéon postal que no era académica; despues de resivir las carta
reescribieron el ensayo para poner énfasis en los aspectos econénmicos subyacentes
(la accién ordinaria) en la derivacién de su férmula [6].

Dos academicos de la Universidad de Chicago, Merton Miller y Eugene Fama se en-
teraron del rechazo de su ensayo y sugirieron al “Journal of Political Economy” que
el ensayo deveria tener una segunada consideracién por sus buenos resultados. En
agosto de 1971 el Journal acepto el ensayo, de forma condicinal por si el revisor les
pedia hacer cambios al ensayo, el borrador final fue emitido en mayo de 1972, tuvo
el titulo de “The pricing of options and corporate liabilities”, apacié en la edicién
de mayo a junio de 1973.

Black y Scholes comezaron, a penzar como aplicar su férmula para cuantificar los
valores de los bonos con riesgo y las acciones. El argumento de que la posicién
compensada de opciones y acciones con transacciones continuas es literalmente sin
riesgos fue sugerida por Merton Miller, Comentando que la vercién final del ensayo
de la férmula que dedujeron estaba en su forma méas general en comparcién con la
férmula que habian hecho anteriormente, suponiendo que el riesgo total de la ac-
ci’on puede eliminarse por diversificacién, lo mismo pasa con el riesgo de la opcién
[6].

Todo el desarrollo e interacciones que tubo la férmula del modelo de Black-Scholes
fueron mencionado en el articulo de Merton Miller “The theory of rational option
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pricing”, publicado por Bell Joarnal of Economics en 1973, el cual fue publicado
posteriormente después del ensayo de Black y Scholes.

En 1990, en el libro “Continuous Time Finance”, Merton Miller comenta que los
modelos en tiempo continuo reafirman el analisis de los modelos financieros, no hay
mejor ejemplo que la contribuci’on del modelo de Black-Scholes que desde el dia
de su publicacion, renovo el campo de la valuaci’on de opciones y la deuda de una
empresa; asi esta drea abre nuevas puertas, el estudio aplicado y empirico en las
finanzas [6].

Esta teorfa de valuacion de opciones creada por Fisher Black y Myron Scholes don-
de escribieron sobre la valoraciéon de opciones compradoras y utilizando su férmula
crearon una cartera que instante a instate no tenia riesgo. Esta cartera consistia en
compra de una accién y la venta de la opcion. Esta posicién se revisa continuamen-
te de acuerdo con los cambios del valor de la accién, de modo que la rentabilidad
de esta cartera es segura. Para evitar oportunidades de arbitraje el valor de esta
cartera en cualquier momento tiene que ser su valor final descontado a la tasa sin
riesgo. Una ecuacién en derivadas parciales se obtine de la dindmica que gobierna
esta cartera cuya solucién con las condiciones de contorno habituales es la férmula
de Black-Scholes.

Merton en 1977 encontré un modo general de valoracion de activos derivados. Un
activo derivado es un activo cuyo valor en una futura fecha especificada esta uni-
camente determinado por el valor de otro activo, el activo principal. Una opcién
compradora es un activo derivado cuyo activo principal es la accién y por tanto, la
valoracién de opciones compradoras es una aplicacién particular de este método de
valoracién de Merton que es mds general [6].

Las hipétesis del modelo de valoracion de activos de Merton son la existencia de
un activo sin riesgo cuya tasa de retorno r, donde es constante y conocida sobre
el tiempo. Un activo para el cual se conoce el proceso estocastico que genera su
valor sobre el tiempo y que puede ser representado por un proceso de difusién y
un segundo activo, el activo derivado. Merton da el valor de este segundo activo
como solucién de una ecuacién de derivadas parciales con condiciones de contorno
dependiendo de los términos del activo derivado. También especifica la“ trading
strategy”, a un tiempo continuo que produce una cartera compuesta del activo sin
riesgo y del primer activo, cuyo valor en el primer instante es el valor del activo
derivado. Este modelo permite que el activo principal y el activo derivado paguen
a sus poseedores una corriente continua de dividendos.

Un titulo diferente de la valoraciéon de activos derivados fue sugerido por Cox y
Ross en 1976 y desarrollado por Harrison y Kreps en 1979. Ellos dan condiciones
sobre el precio de activos para que sean martingalas en una adecuada filtracion y
de un adecuado espacio de probabilidad. El valor actual de esos activos es su valor
esperado futuro en ese espacio de probabilidad [6].

3. MODELO DE PRECIOS DE ACCIONES APLICADO A MARTINGALA

3.1. Modelo Binomial. Toda la referencia del modelo binomial aplicado a mar-
tingala fue tomado de [7].
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La importancia del modelo binomial es que se puede utilizar principalmente pa-
ra los conceptos de arbitraje, valuacion y su relacién con la probabilidad neutra al
riesgo; es un modelo discreto, que con un nimero suficiente de pasos da una buena
aproximacién al modelo de tiempo continuo donde podemos aplicarle la teoria y
conceptos de esperanza condicional y martimgala.

Para determinar las caracteristicas del modelo binomial y cémo este es apropiado
para describir el precio de la accién ordinaria (subyacente) y valuar una opcién
sobre acciones utilizando periodos o pasos de nodos muiltibles.

Definicién 3.1. (Distribucién binomial). Sea X una variable aletoria, se dice que
X tiene una distribuciéon binomial si y sélo si su distribuciéon de probabilidad esta
dada por:

(3.1) B(n,p) = @pm e

dondene N; z=0,1,2,...n; 0<p<l1.

En una distribucién binomial se cumple que:
(3.2) E(X)=np;, Var(X)=np(l—p).

Definicién 3.2. (Oportunidad Arbitraje). Una oportunidad de arbitraje es la po-
sibilidad de recibir ganancias sin usar el capital propio; en una oportunidad de
arbitraje no hay la posibilidad o riesgos de obtener pérdidas.

Definicién 3.3. Sea S(t) el capital de un inversionista que invierte en la bolsa de
valores, con 0 < t < T; se dice que existe una oportunidad de arbitraje para el
inversionista, si empezando con el capital S(0) = 0, el capital S(T') cumple que:

(3.3) S(T) =0y PHS(T)=0}) = 0.

Esta ecuacién nos dice que el inversor no tiene nunca deudas y siempre tiene
posibilidad de ganar, sabemos que en la practica cuando se invierte en acciones,
siempre hay posibilidad de ganar o de perder; por lo que se impondran algunas res-
tricciones al modelo binomial, de forma tal que no exista oportunidad de arbitraje.
por lo que se conoce como mercado de acciones aplicado al modelo binomial.

Un mercado de acciones en un periodo es cuando el supuesto es ¢t = 0; para un
inversionista existen como oportunidades de inversién compra o venta de acciones
a un precio actual

S1(0) = Sy > 0y el precio a futuro como se muesta en (3,4) y (3,5):

C(1+r)t + HSyU probabilidad p

(3.4) S(T) =
C(1 4+ r)t + HSyD probabilidad g

Ce™ + HSyU probabilidad p
(3.5) S(T) =
Ce™™ + HSyD probabilidad q.
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donde g =1—py 0 < p < 1. C representa el capital invertido en t = 0y H el
nimero de acciones negociadas en t = 0.

De acuerdo a (3,4) en ¢ = 0 un inversionista podrd invertir su dinero compran-
do o solicitando acciones y dinero prestado e invertirlo. En caso de necesitar mas
acciones de las que le permite el capital inicial C', podra prestar dinero; en caso que
invierta menos dinero del capital inicial C, invertird el resto en algunas operacién
sin riesgos, por ejemplo en depdsito a término fijo.

Si

U>D>eT,
entonces se tomaria como estrategia tomar el préstamo, se compran acciones, en el
periodo de maduracién (T") se paga el préstamo y se recogen los beneficios de las
acciones.

Si —C = HSj > 0, entonces obtenemos los casos de interés discreto y continto:

—gSoC(1 + 1)t + HSoU probabilidad p
(3.6) S(T) =
—gSoC(1 + )t + HSyD probabilidad q

—gSoCe™™ + HSyU probabilidad p
(3.7) S(T) =
—gSoCe"™ + HSyD probabilidad q

En ambos casos se cumple S(T) > 0, y por consiguiente se puede ganar beneficio
de arbitraje. Para evitar oportunidad de arbitraje se impone la restriccion:

D<el<UoD<1l+r<U,

para los casos de interés continuo y discreto respectivamente.

En este modelo binomial se estd definiendo el nimero de movimiento del precio de
las acciones donde se distribuye segiin una binomial de pardmetros 1 y p, es decir
B(1,p) y se le conoce como modelo binomial a un paso o de un perfodo.

Con este modelo se va a describir el comportamiento del precio de las acciones
a través del tiempo; supongamos que Sy es el precio de una acciéon en el momento
t = 0, es evidente que transcurrio un periodo, el precio de la acciéon S; puede ser
mayor que Sy 0 menor que Sp.

Ejemplo: Sea un drbol binomial que modela el precio de un activo (una accién)
en un paso

3 3
S() = 2000; 81(1‘1) = 550 = 3000; 81(1'2) = ZSO = 1500,

es decir que dentro de un periodo la acciéon puede tomar un valor de 3000 o 1500.
Ahora se va a considerar una combinacién que consiste en la adquisicién de un
namero de acciones ordinarias o subyacentes al mismo tiempo que se emite una
opcién de compra sobre ellas, de modo que la cartera proporcione el mismo flujo de
caja tanto si las acciones ordinarias suben como si bajan; teniendo asi una cartera
libre de riesgo.
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Sea H el numero de acciones ordinarias que se adquirid, el valor de una accién
ordinatria dentro de un periodo es de 3000 y el valor de una opcién es de 1000, el
valor de portafolio o flujo de caja viene dado por la expresién:

3000H — 1000.

En el caso de que el valor de la accién ordinaria sea de 1500 y el de la opcién 0 se
observa que la opcién no se realiza y esta dado por:

1500H — 0.

Ahora igualando los dos flujos de caja, y como el portafolio es libre de riesgos, se
obtiene que H = %, es decir que el portafolio formado por % de una accién ordinaria
y la venta de una opcién de compra sobre ella no tiene ningtn riesgo (siempre tendrd
el mismo valor) y el rendimiento que se obtendrd de ella a lo largo del tiempo serd
un rendimiento sin riesgo (), definido por:

flujo caja

(3.8) =1+

sobre inversién
Observacion: r representa la tasa de interés dada en el mercado de dinero, es decir
el porcentaje de dinero que se debe pagar por cada unidad monetaria tomada en
préstamo y 147 el valor de cada unidad monetaria invertida en el sigiente periodo.
Donde Sy es el precio de la accién en el momento ¢t = 0. Sea U factor de ascenso y D
factor de descenso, c el precio de la opcién de compra, ¢, y ¢gq precios de la opcion de
compra en caso que la accién ordinaria haya ascendido o bajado respectivamente.

El portafolio o flujo de caja esperado esta dada por:

Cy — Cd

(3.9) H= g

Es decir que H es la razén de cambio entre el precio de las opciones y el cambio
entre el precio de las acciones. Sabemos que S; representa el valor de la accién para
un periodo de tiempo determinado ¢. Ahora obteniendo una expresion para el valor
de la opcién de compra ¢, operando através de la relacién de rentabilidad libre de
riesgo que esta dada por:

cup + Cd(l - p)

(3.10) c= Wa

(3.11) c= %‘T(lp).

Se puede concluir que el valor actual de una opcién de compra consiste en calcular
la media ponderada de los flujos compra, tanto si el precio de la accién ordinaria
asciende o si desciende. Ahora bien para aplicar el modelo binomial en dos periodos
usamos el mismo ejemplo anterior, donde U es el factor de crecimiento y D factor
de descenso. El valor de la accién ordinaria a podido llegar a un valor maximo de
4500, un valor minimo de 1125 y un valor intermedio de 2250. Por otra parte el
valor de la opcién de compra seria de 2500, 250 y O.

Podemos calcular el precio de accién ordinaria (S) con el modelo binomial en
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dos perfodos donde se obtienen tres posibilidades de precios: SoU?, precio alcis-
ta; SoUD, precio medio y SgD?, precio descentente es decir:

SoU?  probabilidad P2
(3.12) Sy =< SoUD probabilidad p(1 — p)
SoD?  probabilidad (1 — p)?

En general para el modelo binomial multiPle podemos utilizar la siguiente propo-
sicién.

Proposicion: Sea S; el precio de accién ordinaria en un periodo de tiempo de-
terminado ¢, X el ntimero de pasos hacia arriba en la evoluciéon del precio de la
acciOn ordinaria y ¢ el numero de periodos entonces

(3.13) S, = SoUX DX,

donde la variable aleatoria X se distribuye binomial X ~ B(t, p), p representa la
probabilidad con la que aparece U Y t el nimero de periodos.

Para el caso general el precio de accién de compra se puede obtener por medio
del tridngulo de Pascal y la conbinatoria; esto es, el valor actual de una opcién de
compra que es el valor actual de los flujos de cajas esperado a lo largo de un arbol
binomial y para un nimero de periodos t que esta dada por:

(3.14) c= ﬁ ;){ (Z) p°(1 = p)" " maz{SoU D"~ — Sy,0}},

1 " ny . n—zx T yn—zx
(3.15) c=— ;{<x>p (1 —p)" ®maz{SeU*D"~* — Sy,0}}.

Concluimos que (3,14) y (3,15) cumplen los siguientes supuestos:

1. Los factores U Y D son constantes en todos los periodos o pasos; asi mismo
las varianzas de los rendimientos.

2. La distribucién de los precios de las acciones es una binomial multiplicativa.

Los tipos de interés sin riesgos son constantes.

4. No existe coste de transaccién, se puede establecer una cobertura sin riesgo
para cada perfodo entre la opcién y la accién ordinaria (subyacente).

@

Como hemos visto la aplicacién del modelo binomial al precio de acciones ahora
podemos adaptarlo a una martingala como alternativa, para describir la evoluciéon
del precio de una accién en tiempo discreto; es decir se va establecer que dicho
modelo ya sea un paso, dos pasos, o pasos multiples es una martingalas.

Proposicion: Sea S; el precio de una acciéon en el momento ¢, el valor espera-
do de la accién es

(3.16) E(S;) = SUp + SD(1 — p).

Proposicion: El valor esperado de una accién para el modelo binomial de periodos
multibles es

(3.17) E(S;) = S;_1(SUp + SD(1 — p)).

Proposicién: Sea S; el precio de una accién, el modelo matemético {St, F;} repe-
senta una martingalas.
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Vemos que una martingala se cumple que E(S;) < oo es integrable, sea adap-
tado a la filtracién Fy y E(S¢+1|F:) = St casi seguro.

Sabemos que E(S;) < oo (finita) por el modelo binomial decimos que es integrable.
Supongamos que x es el elemento alcista en el precio de la accién y y es el elemento
bajista en el precio de la misma accién, de modo que Si(z) = SoD y S1(y) = SoD,
y asi por el modelo binomial multiple tendriamos los conjuntos F; que son los
o-dlgebra para t =0,1,2,3,...., y o-dlgebra tiene la propiedad que

Fo§F1§F2§F3§...

entonces es monotona por tanto es adactada a la firtaracién F}, ahora considere-
mos el precio de la accién Sy con t > 0y Sip1(x) = SoD, Siy1(y) = SoD y asi
sucesivamente para t =0, 1,2, 3, ...,n vamos a deternimar E(S;11|F}).

/ E(Si11|F) dp = E(Se41|Fy)
Q

= So(Up + D(1 — P))*
=S;_1(Up + D(1 - P))
= S:(Up+ D(1 - P)).

Se cumple que E(Si41|F:) = Si(Up + D(1 — P)) por tanto se concluye que el
modelo binomial que decribe el comportamiento del precio de una accién es una
martingalas.

Observacion: S;;; es Fi-medible, donde F; es la o-dlgebra que contiene toda la
informacién correspondiente a los valores o precios anteriores de la accién es decir,
{80, 51,52, ...,5t—1} C F;. Por otra parte S;;1 serd una martingala si

{Up+D(1-P))=1
una submartingala si

(Up—i—D(l —P)) >1
o una supermartingala si

(Up+D(1—P))<1.

3.2. Modelo de Black-Scholes. Toda la referencia del modelo de Black-Scholes
aplicado a las martingala fue tomado de [8].

Para formular el modelo de mercado comenzaremos definiendo el conjunto tem-
poral T" que es la fecha terminal de toda actividad econdémica. donde los activos se
pueden negociar en cualquier tiempo ¢ entre 0 y 7' (0 < ¢ < T'), tomamos un espa-
cio de probabilidad (2, F, P) y sea w € ) se puede interpretar como una completa
descipciéon de un posible estado del mundo. F' es la o-algebra de sucesos distin-
guible en el momento Ty P la probabilidad del espacio (£2, F'). Es necesario en el
modelo que todos los inversores estén de acuerdo en que los sucesos F' tienen una
probabilidad de ocurrir pero no es necesario que estén de acuerdo en la asignacién
de las probabilidades.

Los inversores estdn informados de la estructuta de la familia de sub-o-algebra

de FF={F;:0<t<T} que es la completa informacién a lo largo el tiempo.
Supondremos que F es creciente (F; C Fs para t < s) es decir, que la informacién
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revelada no se olvida. Fr = F' es decir, que en el momento T nosotros conocemos
cual es el vedadero estado del mundo. En el momento 0 sélo conocemos los sucesos
que tienen probabilidad 0 6 1 de ocurrir en otras palabras F' es una filtracién.

Los activos disponibles en el mercado financiero de Black-Scholes son:

1. Un activo principal que por conveniencia supondremos que no paga dividen-
dos antes del momento 7. Podemos pensar en una accién pero podria ser
cualquier otro activo.

2. Un activo sin riesgo con tasa de rentabilidad conocida y constante 7.

Supondremos que los precios S; del activo principal a lo largo del tiempo siguen
una distribucién logaritmica normal es decir:

S = erpl(p — 507)t + owl)

donde w(t) es un movimiento Browniano standard.

El valor del activo sin riesgo en el momento ¢ lo representamos como Sy(t). Es-
te activo da derecho a un délar en el momento 7', por lo que

So(t) = exp(=r(T —1)).

La informacién F} disponible en el momento ¢ es la que revelan los precios del activo
principal hasta el momento ¢, no se conoce los precios despues del momento ¢, por
tanto F}; es la sub-o-algrebra generada por los Ss para 0 < s < t.
También supondremos que estamos en un mercado sin fricciones, es decir que no
hay ni impuesto ni costes de transacciones. El tomar prestado y la venta a crédito
estd permitido sin resticciones y los tipos de interés para tomar prestado y para
prestar son los mismos. La negociacién tiene lugar continuamente (estamos en un
mercado continuo).
Una martingala sobre un espacio de medida (€2, F, Q) con respecto a la filtracién
F}, es un proceso estocéastico X; cuyo valor esperado en una fecha futura es su valor
actual

Eq(Xi|F;) = X; para t < s.
Los precios descontados de un activo no son los valores actuales de ese activo, sino
que son los precios que tendrian en una economia en la que los tipos de interés
fueran cero.

Un activo derivado se dice que es negociable si existe una estrategia autofinan-
ciada que se duplica en cualquier momento el valor del activo derivado. Si un activo
derivado es negociable su valor tiene que ser el precio de esta estrategia duplicante
autofinanciada. Si no hay oportunidades de arbitraje, todas las estrategias dupli-
cantes tienen que tener el mismo precio.

Proposicién: Si nuestro sistema de precios (S, S1) no permite oportunidad de
arbitraje, existe una probabilidad @ sobre (£2, F'), es equivalente a P, para el cual
el precio descontado del primer activo es

SP(t) =
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es una martingala. Si la probabilidad es @ bajo el cual Sy es una martingala, es
tnica, entonces todo activo derivado tiene un tnico precio compatible con (Sy, S1)
que es el valor neto del futuro o valor esperado bajo Q.

Como nuestro propésito es cémo se valora un activo derivado X cuyo valor en
el momento T' x T es una funcién continua g del valor St en el momento T de
nuesto activo: X(T') = g(St), donde su formula de valoracién se puede definir de
la siguiente manera:

Dado
So(t) = exp(—r(T —1))

1
51(t) = expl(p — 50°)t + ow(?)
los precios desconatdos de nuestros activos son

Sy =1

SY(t) = g;gg exp(rT)exp((n—r —

L 5
2 )t + ow(t))

como @ es una medida de probablidad sobre (€2, F') equivalente a P y si suponemos
una condicién necesaria y por teorema de Girsanov, w representa un movimiento
Browniano standard bajo P definido como:

1
S9(t) = exp(rT)exp(ow(t) — 50%)
que es una martingala con respecto a Q.

Ahora para calcular el valor de X en cualquier momento ¢, sabemos que

(3.18) XO(t) = = B ? (s)
0

|EFy) para t<s

—~
V2]
~—

Como w’(t) es un movimiento Browniano standard con respecto a @, w®(T) —w°(t)
estd @-normalmente distribuida con media 0 y varianza T — ¢ y por tanto

X(t) = exp(—r(T — 1))

+oo 12 1 y?2
exp(r(T — t))S:(t)e’Y 29 (T—t) — e 2Tt
/_DO glexp(r(T — 1)) 51 () ) T D) y

Que da el valor del activo derivado en el momento t.

Utilizando esta consecuencia podemos encontrar la formula de Black-Scholes, para
el valor de una opcién compradora sobre un activo principal, aplicado a g(x) =
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max(z — k,0) donde k es el precio de la opcién y por tanto
X(t) = exp(—r(T — 1))

+oo )
/ max(exp(r(T —t))S1 (t)eay—%a (T—t) _ k)

1

y2
- gy
2n(T —t)

+oo 1 2

—+oo
1 w2 u
=5 t/ ez du— kexp(—r(T —t / ez
1(1) eV (=r(T' 1)) o Vi

= S1(t)N(dl) — kexp(—r(T —t))N(dz).

Se cumple y N es es la funcién de distribucién normal standard, en este caso la
estrategia duplicante es mantener en cada instante tN(dy) unidades del activo Sy
y el resto del dinero X () — N(d;)S; invertirlo en el activo sin riesgo.

Vemos que este modelo de Black-Scholes nos permite estimar la volatilidad del
mercado de un activo subyacente en funcién del precio y el tiempo, es también una
estrategia de autofinanciacién cuyo pago final es igual al pago de un valor derivado
siempre y cuando el inversor pueda comprar y vender activos sin costes por las
transacciones.

4. CONCLUSIONES

Los principales aportes de este trabajo con los modelos matematicos describe la
valuacion que es el cdlculo numérico que se realiza con el fin de asignar un valor
monetario de un determinado bien, propiedad o inversiéon. Que fue realizado para
el andlisis de una accién tanto para el caso discreto como para el caso continuo y
haciendo énfasis en como se implementa la teorfa de las martingalas.

Las martingalas constituyen una herramienta importante para ver la tendencia en
el precio de las acciones y en general para precios con ciertas condiciones con las que
pueden modelar, esto nos dice que tienen una referencia y su precio actual depende
del precio del pasado.

El modelo de Black-Scholes tiene sus limitantes debido a que se basa en algunas
suposiciones sobre el mercado y tampoco toma en cuenta las comisiones y coste de
transaccién, que en la realidad si es un gasto extra, ademas solo se permite manejar
las opciones de tipo europeo.

La funcién binomial para el caso discreto, la normal logaritmica para el caso con-
tinuo constituyen funciones de distribucion aptas para modelar el precio accién y
de una opcién sobre una acciéon. La importancia del modelo binomial radica en
que se puede trabajar todas las propiedades de las martingalas y para conceptos
importantes de la teoria financiera como es el arbitraje y mercado eficientes que
es una base para el modelo continuo, para una cantidad suficientes de periodos se
puede tener una buena aproximacién.
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Estos metodos mencionados son utilizados por organizaciones o empresas para cu-
brirse ante un eventual cambio en las variables de mercado, debido a que permite
pactar precios futuros sobre los productos y asi disminuir posibles pérdidas futuras
por cambios inesperados en los precios.

Asimismo estos modelos establecen que la prediccién de precios, les permiten a
las organizaciones o empresas disminuir la incertidumbre de la evolucién futura de
precios, lo que les ayuda a que puedan proyectar su presupuesto y el desarrollo de
sus operaciones de manera correcta.

REFERENCIAS

1. Arbeldez J. y Cdrcamo. Un curso rdpido de cdlculo estocdstico para aplicaciones a modelos
economicos.

2. Black, F. and Schole, The Princing of the Options and Corporate Liabilities. J. Political
Economy, Volumen 81 de 1973.

3. Balbds A, las Matemdticas de la Economia Financiera, Espana. Volumen 102 del 2008.

4. Luis Rincén , Curso intermedio de probabilidad, Facultad de Ciencias, UNAM, 2007.

5. Edwin R. Cuero Solucidén de algunos Problemas de Caminata Aleatorias através de las Mar-
tingalas, Facultad de Ciencias, Universidad Tecnolégica de Pereira, 2013.

6. Ricardo A. Fornero, Cronologia Fotogrdfica de las Finansas, volumen 4 de 1970 a 1980.

7. Luis E. Riascos Aplicaién de las Martingalas al estudio del modelo de precio de acciones,
Facultad de Ciencias Béasicas, Universidad Tecnolégica de Pereira, 2012

8. Miguel A. Arifio Valoracion de activos por el metodo de las martingalas , Investigaciones
Econémicas vol. XVI (1992)

181



